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PRÉFACE. 


Depuis  plusieurs  années  il  existe  un  échange  annuel  de 
professeurs  entre  l'Université  de  Paris  et  l'Université 
Harvard.  J'ai  eu  l'honneur  de  représenter  celle-ci  à  Paris 
depuis  le  commencement  de  novembre  1913  jusqu'à  la  fin 
de  janvier  1914;  et  ce  fut  pendant  ces  trois  mois  que  je  pro- 
fessai à  la  Sorbonne  ces  leçons  que  M.  Borel  a  bien  voulu 
me  proposer  de  faire  rédiger  pour  sa  série  de  monographies. 
Cette  rédaction  est  l'œuvre  de  M.  Gaston  Julia,  alors  élève 
de  troisième  année  à  l'Ecole  Normale  supérieure  :  je  lui 
exprime  mes  plus  vifs  remercîmenls  pour  la  façon  excellente 
dont  il  a  accompli  sa  tâche. 

Je  n'ai  pas  cité  tous  les  travaux  importants  qui  se 
rattachent  à  mon  sujet,  mais  seulement  ceux  que  le  lecteur 
devra  consulter  en  premier  lieu  pour  pénétrer  plus  avant 
dans  la  théorie.  D'autre  part,  celui  qui  voudra  se  renseigner 
sur  le  développement  historique  du  sujet  peut  consulter  : 
1°  l'article  II  A,  7  a  de  V Encyclopédie  des  Sciences  mathé- 
matiques, édition  allemande  (déjà  un  peu  vieilli);  2°  la 
conférence  que  j'ai  faite  au  5''  Congrès  international  (Cam- 
bridge, 1912),  publiée  dans  le  premier  volume  des  Pio- 
ceedings,  pnge  iG3. 

Je  regrette  que  le  temps  m'ait  manqué  pour  m'occuper 
des  beaux  travaux  de  Liouville  qui  suivirent  de  si  piès  et 


apporlèreni  un  complément  si  important  aux  recherches  do 
Sturni.  (Test  ainsi  que  les  questions  des  valeurs  asympto- 
liques  et  des  développements  en  série  des  fonctions  arbi- 
traires sont  exclues  de  ce  volume.  Pourtant,  même  sous  cette 
forme  incomplète,  je  souhaiterais  ([ue  ce  petit  livre  fùl 
regardé  comme  un  témoignage  de  mon  admiration  pour  les 
travaux  de  ces  deux  géomètres  français,  travaux  que  nous 
autres  en  Amérique  avons  été  fiers  de  pouvoir  développer 
dans  plusieurs  directions. 
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CIIAm'KE  I. 


l.   Théorème   fondamental.  Nous   iniiuiis   soiiveni,    dans    ce 

Cours,  à  I  ludier  ilc->  i-(|ii,il  inri-  dillei-i-nlieiles  linéaires  du    second 
ordre.  i\ous  les  i-ciiimms  -ou-,  la  rniiiic 

il -Il  lin 

_    _/,_        ,/„^,, 

p.  q.  /•  (''l.uil  d<'v  liiii(lioii>  di-  la  variahie  indé|iendanle  ./■. 

A\iinl  loulcs  clinsc^.  il  iiuporic  d  exaiuiner  les  condilioiiv 
dexislence  lies  solulion-  de  I  (■(pi.il  mn  |)rcii-denle.  \  ce  point  de 
vue.  nou->  di'iiiiiniri-iiiiis  le  l  licui-cnic  Nuixaiil   : 

I  Fii-.oii I  \ii:.  Siiil  X  mil'  laiiiibli'  rri'llr  pnindiil  pnivniinr 
I  i/itcrra/fi' Ji'iiiii'  l't.  /iiii  A  jj  .r  .f  lî, />.  1/ .  j- l'Ia/il  r/rs  Joiirlinns 
ronliniifs  i/f  irtii'  rariah/c  x  [qui  pcinnil  fitvi'  ilr  In  foiiiir 
p,  T  if>2-  '/)  "/.••  '1  ■  il'i-  l'f  />j-  '/(•  '/.••  'i-  '':•  l'Iillll  ili-s  liilir- 
lioiis  iri-lli'S   '■!  iiillll  II  lli-s   ilr   i  .   r/    I  rliliil   Ir  s]iil  liiili'  i/r  l'ililil- 


{')  l'our  la  inélliode  des  appruxiinat  ions  succ;es.sives  dans  la  llipoiii-  dts  l'ijna- 
lions  non  linéaires,  tiii  cunsullera  le  Traité  irA/inh-sf  de  M.  riim-d.  'j'unH-  '.* . 
l'our  les  équations  lint-aires.  \i>ir  : 

Peano.  Mathj  Anii..  1.  \\\ll.  iss8,  p.  410. 

B^'iniEn.  Amer.  Joui  11..  I.  \\1\.  lyo'.!,  p.    !ii. 

y..  1 


IIIAIMÏBK    I. 


i,nnaire)  :  soit  r  une  valeur  quelcunqur  ili-  riiilri\alle  i  A.  1>), 

l'rciuiiliiiH 

d'-  u  du 

admet  une  solutinn   unifjue  u  rèri/iant  les  conditions 

(  h'(c)  =  y, 
--  et.  '■'  étant  deux  constantes  données  quelconques. 

.\oii>  ii|ij>ellcrc>iis  système  di  //érentiel  rciiseiiiljle  de  It-qualiuii 
el  des  condilions  |)récédenles  que  la  sidulioii  doit  \érilier  eu  c. 
iNotre  lliéorème  s'énoncera  alors  : 

Tout  sjslèmc  dillereiiliel  lint-aire  du  genre  précédent  a  une 
solution  unique,  \cuis  niiliscrons  la  méthode  irapproxinialions 
successives. 

Gonsidéiiins  d  al)ord  l'<'ijii,ilioii  particulière 

d-  ti 
dx' 

(s{x)  continue  daii>  i  \,  l>). 

En  inlégranl  par  parties,  on  trouve  que  toute  solution  de  celte 
équation  est  donnée  par  la  lormule 

u=  f   (x-'i)<fCi)di-~C(x  —  c)-i-D. 

<  )u  jx'ut  choisir  C  et  \)  Icllo  qui;  u  |)rcune  on  c  la  v.ileur  y  el  (/' 
la  valeur-/'  :  on  prendra  ])our  cela  C  = -''  et  D  =  y.  La  solution 
(détenue  est  unique,  el  notre  ihéorènie  est  vrai  pour  ce  ras  parti- 
culier. 

Si  pai-  exenqjle  y  =  y'=  o,  on  tiouve 

u=  f  (x-'^)^a)di     „■=  f  <p(f)rfj. 

l'envisageons  le  cas  général. 

Choisissons  une  fonction  Ug(x)  soumise  à  la  seule  condition 
d'être  continue  et  d'avoir  une  dérivée  contin\ie  dans  (A,  B).  et 
soit  M|  la  solution  de  Féqu.ilion 

«{  =  — /JU„  —  (/«u-H  /• 
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qui  v(''ritie  aussi 

"i(c)  =  T-         k'i(c)  =  t'. 

D'après  le  cas  particulier  précédent,  u,  est  unique  et  bien  déter- 
niinée;  ce  sera  une  fonction  à  dérivée  continue  dans  (A,  R).  Nous 
pourrons  donc  trouver  une  fonction  «n  telle  que 

En  continuant  ce  processus  indélininienl,  nous  tonnerons  une 
suite  infinie  de  fonctions  «o,  «(,  "st  ••■'  "«i  —  Nous  allons  montrer 
que  u„  tend  vers  une  fonction  limite  qui  est  solution  du  système 
dill'érentiel  linéaire  proposé. 

Il  revient  au  même  de  démontrer  que  la  série 

Ui-h  du —  Ui)  -h.  .  .-h  (  ll-n —  (/„^i)  +. . . 

que  nous  appellerons 

<'l  -+-  ''2-+-.  •  •-(-  l'n-l--  •  ■ 

est  convergente  et  que  sa  somme  est  la  soluti(in  cherchée. 

D'après  le  processus  de  formation  u„  et  «„_(  sont  à  <lérivée 
continue  dans  (A,  B).  Donc  ç,,  e-il  aussi  continue  et  à  dch'ivée 
continue  i\. 

Démontrons  que  les  deux,  séries 

(2)  1^1  -t-i'a  -(-...+  ('„  —  ..  .. 

(3)  (■',  H-4'2+...-l-  Cn-H..  . 

sont  unilormémenl  convergentes  dans  (A,B).  Nous  pouvons  partir 
de  t'o.  fj  et  i'.,  étant  continues  dans  (A,  B)  ont  un  maximum  C 
pour  leurs  valeurs  absolues 

I  "■.  I  r 

p  al  q  étant  continues,  |/^  |  +  |  ^  |  est  une  foncticm  continue  admet- 
tant un  maximum  M  dans  (A,  B) 

\p\  +  \q\SM. 

Soit  enfin  L  la  |)lu.-.  grande  des  deux  quantités,  i  et  B  —  A. 
Nous  allons  démontrer  que  l'on  a,  quel  que  soit  n, 


a  IIIAI'ITIIK    I. 

pour  II  =  a,  ce^>  im'^galités  se   D-duisciil  à  celles  t|iii  iiiuis  cmi  l'.iii 
choisir  (j.  Supposons  qu'elles   soient  vraies  jiisiju'à  l'iiiiliic  // —    i 
el  (léinonlrons  qu'elles  soiil  \r.iies  iiour  //. 
Ou  a 

"«     =  —  /J "„_ I  —  '/  ",,  I  +  /•, 

«ni  =—/"'«     5—  'lUn-i         I. 

Doue,  eu   irli'.inchaut. 

'«  =  — /"'«-i  —  '/'■"   i> 

t'n  vérifie  (Imii-  une  i(|n.ili<iu   du    lv|ii'   p.ii  l  ieuiici-  ihulii-   el    l'iui  u 
(le  plus 

l'„(c)=K„(CI H„     |(C1  =  0, 

v'„{c)  =  ... 
Ou  eu  ciMiil  m  (lue  l'on  a 

.•„=y      ,  a:- t)|-;>(t)p;,.,(£)-, /(?).•„    ,(  =  )]«/«. 
'•■«=  r  [-/'(0'';,-,(«)-'/a)''«-.(5)|'/:- 

rniii:n([ii,iMl  (|ue  I  .;■  —  ç  |  et    i   soûl  _  L.  <ui  a 

Imi  edeeluanl    I  iiilii;ialiiui.  nu  oIiIiimlI   l  iii<'i;alilc  à  ilrjuuul  i  cr. 
lîcru.ir  (|u,uil  iii.iiuleuanl  i|ue  \  .T  —  C  |  •<!  L-  '>lï  a 

I  i',i  I  )   ,  CM"'"'M"-i 
|e'„|i"      («--)! 

Ijii  s(''ne  (liiiil   le  liTiiic  ;^(-niT,il   est 

(;|,s(«-si  y,\n-ï 


\n  —  ->V. 


est  évicleuiuu^at  eoav(;r;;eule.  quels  (|ue  Miieut  (1.  L.  M.  I  )oae  les 
séries  (a j  el  (3 j  siuit  uuildiiut'iueul  eouverj;eules  dans  inui  l'in- 
li'i'\alle  (A,  B).  Ou  a  il  a  I  llciir^  i  i-inai'(|  ne  que  r„  Ciunun'  //„  el  itn-\ 
••tail  continue  ainsi  que  »,,. 

Si  nous  (lésiiîuous  par  \i    l.i   ^nuiiue    i  ,        w^    - la    loneliou   ii 
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«■^t   ciiuliiiiir   ;ilii-i  ijur  ^M  (l(''|-ivi'r   (/'  (Jii  1  rst  i'\i;alc  il   ''j^'',-"   ■••• 
Il  rcslf  il  déinonliei' cjiH'  la  loiulioii   ii     -  l'i  +  f'a  -I-...  esl,  sulii- 

I  ion  (In  ^\  --II' (llll'cTenI  ii'l  : 

I  "     I  uul  d'ahoril,  nu  i\ 

c,  ((■)  =  «I  (c)  =  -,'.         !■■,  (c  )  =  "',  I  <-■)  =  y', 


DnlK 


(MC)  =  Y,         /('(<■)  =  y'. 


:',"    .le  (lis  (\ur  II  \('iHie  en  loul  puinl  tic  i  \.  li  )  riMjiiiiliou  (_li(lé- 
rciil  Kîl  le. 

l'drmoLis  |i(Hir  cela  la  liiiicl  i(iri  pu'        i/ii.    l,c?   deux  sérier,   // 

el  //    l'tanl  couvergcnles.  (ui  .1 


Mais  lia 


I  )(IU( 


/)((  —  (/Il  ~  I  —  /JC|  —  v''i  I  -+-  '  —  /"'-  '^  '/''■;  ' 

1 

—  /><■„-,  —  '/i'/,-i  =  i„         puiii'         "  =  iî. 

— /M',  — «/l'i  =  (•';  + (•':-/■. 


—  p 


Il  —  </ii  ■ 


r  -;-  (' ,  -I-  (' 


J)'a|)i'ès  la  laiou  ini'uic  ddiil  nous  avons  couihiiié  les  deux  série.i 
Il  et  //  ,  il  esl  clair  que  la  si/rie  c','  j-  r" -i-  ...  est  uniformément 
convergente,  d'uii    il    suit    ijue    11    a    une    liérivée   seconde    égale 

à  <\ +  (■;+.... 

(^e  qui  |)eiMiet  d'i'crire 

—  //Il  —  i/ii  ^=  —  r  -+-  II". 

cl   l'on  \iiil  liieu  que  //  vi'iilic  rc(|ual  ion  dilléreul  icllc. 

Il  i'>L  |prouv(''  que  le  sv>liiue  (liHirenl  irl  a  une  soliilioii  11  ron- 
linue  el  ii  dérivée  continue  dans  lonl  l'intervalle  (A.  Hi. 

Celle  siiliil ion  est  iiiiii/iir.  S'il  y  en  avait  ilcu\.  leni- d  1  ll(''rcnce 
serait  soIiiIkhi  du  systi'-nie 


//   1  1 

■  1  -^ 

0, 

u 

pu  ~ 

-  IJIt 

^^  il 

//,'l> 

'1  = 

0 

el  ne  ser.iil  |)a>  idcul  Kjueiiicnl  nulle. 


G  ClIAl'ITHE    I. 

Or  ce  syslème,  que  nous  appellerons  le  sjslèiiw  sans  second 
niernbn.'  ou  système  homogène  correspondant  an  système  pro- 
pose, n'a  qu'une  solutinn  qui  est  zéro. 

En  elVel.  entre  deux  solutions  »,  el  «ode  l'équation  homogène, 
on  étaljlit  iuiinédiatemenl  l'idenlitt-  d'Abel 


u\  Ut —  II'.,  «1  =  /.  e  •',         , 


/«■  étant  une  certaine  constante. 

Supposons  alors  que  le  système  homogène  admette  une  solu- 
tion h,  non  identiquement  nulle;  ceci  voudrait  dire  qu'un  pour- 
rait trouver  un  point  c,  de  A,  B  où  h,  (c,)  ^  o. 

Formons  alors  une  solution  «j  de  l'équation  homogène,  et  telle 

(]ue 

«ï(Ci  j  =  o,  "«(Ci)  =  I. 

Ceci  est  possible. 

Formons  l'identitc-  d'Abel  avec  ces  deux  solutions  «,  et  «o  ;  en 

y  substituant  à  X  la  valeur  c.  on  a 

ui(c)  =  <>,        m',  (c)  =  o. 
Donc  /•  =:  o,  c'est-à-dire 

ll\  lU —  lu  «1  =o. 

Si  maintenant  on  prend  x  égal  à  c,,  le  premier  membre  se  réduit 
à  ■ —  II,  (c,)  qui  n'est  pas  nul.  La  contradiction  est  manifeste.  Le 
.système  homogène  n'a  donc  que  la  solution  zéro. 

Donc,  le  système  proposé  a  une  soluliou  unique  el  bien  déter- 
minée. 

!2.  Extensions  diverses  du  théorème  fondamental  d'existence.  — 
La  démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème  d'existence 
est  valable  pour  x  réel,  et  des  fonctions  p{x),  q{x),  r{x)  conti- 
nues. Nous  allons  indiquer  quelques  cas  où  la  démonstration 
que  nous  venons  de  donner  s'applique  avec  assez  peu  de  modifi- 
cations et  qui,  ou  bien  sont  plus  généraux  que  le  cas  précédent, 
ou  bien  constituent  des  applications  de  la  même  méthode  à  des 
questions  similaires. 

i"  Supposons  toujours  x  réel,  A^a;^B,  supposons  que  /*.  i/.  r 
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soient  liiiie-;.  mais  (iiipllcs  |tiiissent  adiiu'llrc  un  iiiuiihre  lîiu  de 
<liscoriliiiuil('s  dans  (A.  B).  Il  nciiis  laiii  ici  préciser  ce  que  nous 
entendons  par  solution  de  l'équation  diliéTcntielle.  H  est.  évident 
que  ce  sera  \\i\c  fonction  qui  de\r,i  \('Ti(icr  l'équation  en  tout  point 
vil  p,  q.  /•  sont  continues.  Nous  exigerons  de  plus  que  cetle  fonc- 
tion soit  partout  continue  et  à  liérivée  ct)iuinue.  Comme  l'hypo- 
llicse  de  la  continuité  de  p  et  c/  n'est  intervenue  que  quand  nous 
avons  viiiilu  li\er  le  juavimuiii  M  de  | />  | -+- !  </ |)  et  qu'ici  nous 
pouvons,  puisque  p  et  q  sont  (inies,  fixer  aussi  un  nombre  M  supé- 
i-ieur  à  |/J  |  ^  ]  '/  |<  toute  la  suite  de  nos  raisonnements  est  valable. 
Il  v  a  alors  une  solution,  et  une  seule,  pour  un  système  difteren- 
tiel  coiiime  ceux  que  nous  considérons. 

a"  Supposons  que  .r  soit  une  sariablc  couqilexe,  dont  jO,  q,  r 
soient  des  fonctions  analytiques  délinies  dans  un  continuum  D  au 
sens  de  Weierstrass.  Ce  domaine,  dit  de  Weierstrass,  sera  sup- 
posé simplement  connexe;  sa  propriété  caractéristique  est  que  de 
tout  point  du  domaine  comme  centre  on  peut  décrire  un  cercle 
siiflisamment  petit  pour  que  tous  les  points  intérieurs  à  ce  cercle 
ou  situés  sur  sa  circonférence  apparl  ienneni  au  domaine.  Dans 
certains  cas,  ce  ilomaine  |)0urra  s'étendre  à  l'inlini,  mais  il  sera 
toujours  supposé  simplement  connexe.  Il  n'y  aurait  aucun  incon- 
vénient à  supposer  que  ce  domaine  peut  se  recouvrir  lui-même  en 
certains  points  à  la  façon  d'une  surface  de  Riemann.  Le  lecteur  se 
rendra  facilement  compte  qu'on  n'a  besoin  de  faire  que  des  modi- 
fications très  légères  à  l'analyse  précédente  pour  démontrer  que 
le  svstème  (  i  i  a.  dans  le  cas  actuel,  une  solution  et  une  seule. 

Le  cas  où  p,  q.  r  seraient  des  fonctions  analytiques  de  la 
variable  réelle  x  dans  (A.  B  ).  se  ramène  de  suite  au  précédent,  car 
on  peut  inettre(A,  B)  dans  un  dorii  line  à  deux  dimensions  où  p.  q,  r 
soient  analyti(|ues  en  x.  \a\  solution  du  système  (i)  sera  nécessai- 
rement aiialvtiquc. 

3°  Supposons  X  réel,  p,  q.  rdc'pendaul  du  paramètre  A  réel  (on 
peut  supposer  que  />,  (j.  r  dépendent  de  k  paramètres  réels  X,, 
A2,  ...,  Kh',  pour  simplilier  nous  en  prenons  un  seul,  nos  résultats 
sont  encore  \alal)les  pour  I;  [paramètres  1.  Nous  supposerons  p,  q^  r 
Continues  par  ra|)port  aux  deux  variables  réelles  X  et  À  [x  dans 
l'intervalle  fermé  (A.  B  1,  "/.  ilans  l'intervalle  (\,.  Aol  qui  peut  être 
ouvert  |. 


I  II  M'I  I  Ut      I. 


'  )ii  iMul  c:;,!  Iciiiinl  ^uiiini^cr  (iiii'  ■•  ri  -'  -.(iiil  ili'-  IdiicI  khin  ckh- 
I  lailf-  (le  /.. 

P4H1I-  cliiKiiir  \.ilrni  <li-  /..  inilii'  -.yNlcmc  d  iHr-rt'iiliel  a  mu: 
xiliilioii  1111111111'.  (icilr  xiliiliiiii  ^l'iM.  clan»  iiii~  li  v|>iillicsu>.  mit' 
liiiM  I  loii  <  oui  I mil'  (le  .1  l'I  /..  Il  -iillii'.i  |i<iiir  »  l'it  ii>>m'or de  |>rcnJr<' 
|Mnii  ( ..  il,m>  ii(i>  «■.lieu!»  <rmi'^,ilil(''>,  mit:  \alcur  positive  .siipù- 
l'iiiirc  il  |r^|  cl  |f..|.  (|iii'l  ijni'  -dil  .r  dans  (A,  H)  el  A  <laus  iiii 
iillci'x  aile  IciiiH'  (|iii'iciiiii|iii'  iiilrnoiir  il  (A),  A-,):  cl  |ii)iir  M  mit" 
valeur  ^  \  j)  1        ;  ij  |  <  la  lis  li'>  iii(~'iint>  coud  il  khi». 

Le.  l'aisoiinenieiil  se  |i<(iirsiiil .  Li  si-rie 


1 , 

(1 iMpirc   le»  -,1'rics  L'i'„    cl    l'r^^  c-l    i  inlcpciiilaiilc  <lc   /..   iJniicl'i',, 

el  l"i',^  siiiii  iiiii  riinnciiiciii  CDiiN  ci:;eiii('»  pour  ar  ilaiis  (A,  JJ)  el  A 
(1.1  11»  1111  iiilci-\alle  IciiiM  iiilcriciir  ii  i  A, .  Aj).  Donc  leurs  soinnie»  M 
l'I  II  -nul  couliuiic»  cil  ./  cl  /.,  cl  ccMiime  il" z=z  —  jiii  ijii  ^- 1\ 
Il     c»l   aiisM   Cdiil  unie  eu  .;■  cl   /,. 

i"    Si,;   l'-l    rvnl,  j).  1/.  I   r\.ti\\  c.uil  iiiiic»  en  .r  el  ),.  el  aualvli<|iies 

cil  /.  I  II  11   |ilii-  i;i''ii(''ra  Iciiiiiil    .iii.i  I  \  I  iijiic-   eu  /,| .    J.- *•/.)•  "'  el  y 

cl, ml  ;iii-.-i  iiu.iU  I  i(|iic>  en  /..  Iiit»(|iie  X  est  dan>  un  inter- 
valle i  \  .  H  I .  cl  /.  il.iii»  1111  (11)  111.1  i  ne  I  )  (le  \\  eiersirass.  on  cnneliil 
cncoïc  ijiie  la  sojuliiiii  u  aiii-i  i]iie  //  --iinl  conlimie>  en  ./'  cl  A  el 
analv  I  iqiie»  l'ii  /  . 

.">  '  (^)iicl  c-l  rcllcl  |irii(liiil  -m  l.i  -uliilioii  p.ir  de  |ieliles  vari.i- 
liiiii-  .u'Iii  I  l'.i  irc-  lie-  Cl  icHie  icnl  -  ji .  ij .  r  cl  ilc  ■•.  -•''.'  .f  esl  Mi|>|iii-.e 
ri'cl. 

l'uni  le  \iiir.  il  ini|iiiilc  île  il  i -cellier  coiiiiiiciil  l.i  -oliilioil 
ili'-|)eiiil  (le    ji.  ij.  r.   '■.  "' . 

l'Lllc  esl  «leleiiiiinr-e  |iar  la  loiuiaissanec  de  ees  (:iiK[  loneliolis 
de  ,/■  I-'  el  •-'  soni  de-  cun-laiilc-.  nous  les  enj;iohoiis  dans  le  mol 
toiirliiiii   i\r  r  }.  Ci-  (|iie  nmi-  l'ciiron-  ii    -   .Tiyj.  ij.  /■,  "',  y  )• 

Mais  -t  n'esl  pa.s  une  lonclioii  ordinaire  des  cinq  ar^iiiuenls  />, 
//.  /■.  -'.  ■•'.  car  sil  en  l'Iail  ain-i.  I.i  valeur  de  il  ne  varierai!  |>,is  en 
un  jioiiil  ./'il  ciiiand  un  cli.i  ii^cr.i  il  .ii  lui  r.ii  reuicnl  p.  ij.  r.  y.  y  i 
iiiiurv  u  lin  en  .;  „  le-  v  .i  leur-  de  ce-  cinq  liiuel  ion-  deiueiira5.seill  les 
iiii'iiic>.  I)e-  cxeuqdc-  -iiu|dc-  uionlrcul  an  conlraire  que,  dans 
ce»  coiulilions.  la  v.ilciu  de  il  cliani;e,  donc    u    u'esl  pas  une  lonc- 
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liiia  i>i(l  iiiiiirc  ili-  ji.  ij.  r.  •'.  "■'.  (]<:>l  ci-  (ju  mi  ;i|i|ii'llc  iiiic  foiir- 
tiiiii iicl II'  (le  ce^  cinq  iiri;iiiiii'iil>,  t  c-l-ii-iliic  iiiir  limchoa  de  x 
ilc'U'riiiiiice  dans  (A,  \V)  ywv  les  Irdi--  Iniicliou^  ji.  if.  r  cliHiiiies 
dans  (A.  lî  I  iM  les  deux  (■(iuslîiiile>  "'  l'I  "•  .  Nuii^  udun  liornerDiis 
ICI  au  cas  1)11  i>.  ij.  r  -uni  iniil  i  lUies. 

I)iiii-  ce-  ciiiid  il  loiis.   |c  diN  (iiii'  l.i   Imirl  hiiiiii'l  le 

est  m\c.  Joli  flioiuK-ll):  cou linae  de  ses  ciiicj  ar'i;iiiii(nîts,  cest-à-dii-e 
([u  étaiil  ddiiui'  iMi  Moinlii'c  |ii)sitll  o  aussi  pelil  ipi'ou  \oudra,  ou 
peut  tléleruiiurr  un  ndinljir  |i  i>ilit  i  Ici  (|uc,  une  \,irialLoii  quel- 
cimquc  de-  liuiclhui-  //.  <j.  r  |i;iilciiil  iiilV'i'icnre  eu  v.ileur  absolue 
il  i.  daiiN  l'iiilcrvallc  (A,  13),  cl  uuc  \arMlii)ii  (|uelciiaque  <le-. 
ciiiislautc--  ■■  cl  ■■  cj;aleu)eiit  inléricurc  eu  \aleur  absolue  à  î, 
(Mil  rai' lie  |i(iiii  la  Imicl  iduucI  le  .'  uue  variai  nui  (|iii .  dans  (A,  B),  est 
partout  iiilcrieiire  eu  valeur  absolue  a  o. 

On  répond  donc  à  la  question  posi'c  an  d(-biil  en  (liiiiunlraul 
que  w  =: -f  (y).  Y:  ''■  "S  Y  )  esl  une  bnicl  nninelle  cmil  mue. 

En  ellel,  d'abord  on  déinonlre  iduhuc  pour  les  lonctions  conti- 
nues que  la  somme,  le  produit  de  plusieurs  lonctioniielles  conli- 
niies,  sont  des  foiielionnelles  conlinnes.  (.)ii  xoil  aussi  très  aisé- 
mciil  ([lie  riiili'i;r,ile 

6  =.  /      '\'( p,  </.  r.  ■;,  y'  )  rfx 

e-l  nue  loiiclionnellc  conUnne  .->i  'J>  1  e^l . 

Il  suit  de  ces  propositions  élémentaires  (jne  li-  lermes  de>deux 
séries  Se,,  et  Si/^  soni  des  lc)ueii(ninelles  continues  i\i-  p.  >/.  r.  •■'.''' . 
Ces  deux  séries  de  lonet  ionnelle>  (uil  leurs  termes  lespecl  ivement 
intérieurs  en  module  à  ceux  d'une  série  de  constantes  que  I  on 
peut  lacileiiu'iil  calculer  d'après  les 'expressions  coiinnes  de  ('„ 
et  c^,,  en  supposant  que  nous  nous  restrcii;nons  au  champ  lonc- 
tionnel  lonué  par  les  l'iuictions  /),  //.  /■  continues  en  x  dans  (A,Bj 
et  tinies  ain-.i  iiiie  -'  et  *'', 

'^'-^        lYKN, 
I  /■  I  --'  N         '  '  ' 
i\  étant   une  cerlaine  cini-lanle. 


CilAPITRi; 


On  l'Iioisira  C^|('i  |,  |  (•■',  |,  quels  (jiie  suieiil  p.  if.  r.  •••  "''  iliuis 
ce  champ,  et  l'on  voit  de  suite  que  c'est  possible.  De  im'iiie  on 
choisira  M^|/^|  —  l'/j.  pur  exenq)le  .M  =  aN. 

Les  deux  séries  ïlc„  et  Sc^  sont  alors  iitiiloriiicnu'iil  conver- 
gentes dans  le  champ  prt'cédeni,  c'esl-à-dirf  (|u"on  |n'ul  déler- 
iiuner  un  uni  ne  \  ,  li'l  ([Uf,  pour  // 1  •    N  i . 


V,,' 


soient  <  z  quels  que  soient  /».  (/.  /•.  ■-.  y' dans  le  cliauip  en\  isai;<'. 
Chaque  roncllonnelle  c„,  c„  étant  continue.  (Ui  démontre,  tout 
comme  pour  les  séries  dont  les  termes  sont  des  fonctions  conti- 
nues, (pie  les  sommes  ïic,,  et  -c',,.  c'est-à-dire  u  et  ti' .  sont  des 
fonctionnelles  (■onlinues  île /^,  (j.  r.  ".  v'. 

Reinarcpions  d'ailleurs  que  rien  dans  \f  imindiuicmicuI  pri'cédent 
ne  nous  empêche  <le  supposer  que  p.  </,  r.  loul  eu  drnieuranl 
finies,  ont  un  nomhre  Uni  de  discontinuités. 

Enfin,  cette  méthode  de  \ai'iations  s'applique  si  p.  (/.  r  sont 
analytiques  par  rapport  à  la  \arial)le  complexe  .c  dans  un 
domaine  IJ.  T.)ute  petite  variation  de  />.  i/.  r  cpii  laisse  analylupies 
ces  fonctions  proilml  ^ll^  ii .  ii  nue  \,inalioii  niiitoniicMieul  pelile 
dans  toute  région  intérieure  à  I). 

G"   Equations  quasi-dillV'ienl  ielles  : 

Soit  une  éf|ualL(Ui  (!<■  la   Itirme 

d  [       d  ,    1        ,  d 

—r-     «1  -r-  (  ail  \  -^  bu  \   ^r-  l-T—i  IIU)  —  (lU  =  /■. 
<lx  \       dr  '        '  J  dx 

^\  II.  a,,  h  sont  dérivahles,  on  a  nue  l'qualiiui  dillérentielle 
ordinaire  en  ellecluant  les  diU'érential  ions. 

Si  (/,  (t|.  h.  l.  (j.  ;•  sont  des  fonctions  eiiniiiuie-- non  dérivahles, 
on  n  a  plus  aH aire  à  une  ('quai  ion  ordinaire.  Nous  siipposeriuis  n 
et  ai  partout  jzé  o  dans  (A,  B). 

Une  solution  de  celte  équation  sera  une  fonction  u  i|ui  per- 
mettra d'ellectuer  les  dillV'rentiations  et  qui  vérifiera  aussi  l'équa- 
tion précédente. 

w  n'aura  pas  de  déri\é<;  lorsque  a  n'en  aura  pas.  mais  au  en 
aura  une.  iJonc  la  ridation  précédente  n'est  pas,  C(unme  les  équa- 
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lions  tlill't'rciiliellcs  oïdiiuincs,  iiiic  lehitma  cuire  les  valeurs  de  ii 
et  de  ses  dérivées  première  et  seconde.  C'est  ce  que  nous  appel- 
lerons une  f'cjiialion  f/uasi-clij/'ért'iitielle.  Notre  mélhode  d'ap- 
proximation supplique;  ou  partira  d'une  lonction  Wq  qu'on  substi- 
tuera dans  —  l-j-  (an)  —  (/ii~  r.  cl  telle  que  au  ail  nue  d('ri\ée 

continue.  Ue  proclic  eu  proche,  ou  ,iuia  paiiiue  série  la  solutions 
cherchée  et  unique  \(-iilianl  les  eondillous 

ii(r)  =  Y, 

D'ailleurs,  ces  équations  se  r.imèruMil  à  des  systèmes  différentiels 
du  premier  ordre  en  posant 

>'  =  au, 

z  —  hii  -^  t7|  y', 

j;ràce  aux  hypothèses  a  ^  o.  a^  ^  o. 

7°  Ce  que  nous  avons  dit  de  l'équation  du  deuxième  ordre 
s'applique  sans  modification  essentielle  à  l'équation  du  «''""^  ordre 
et  au  système  dillerenliel 

■l'a  d"-iu 

u  {€)  =  •;, 
u'(r  1  =  -•', 


'(c)  =  v" 


3.  Rappel  de  quelques  faits  connus.  —  Soit  une  équation 


(/"(/  d'-'ii 

-^  P\  —, r  -(-...-;-  /)„  i(.  —  r. 


soit  <;  un  point  île  rinter\aMe  lA,  B)  où  les  coeKicients  sont 
continus,  ou  bien  un  point  du  domaine  de  Weiei'strass  où  ils  sont 
analytiques;  nous  appellerons  solutions  principales  pour  le 
point  c   les  solutions    u^(x].    u-Ax) Un{x)    de    l'équation 


la 

lii>iiiiii;iiu' 


i:mu-iiiii:   i. 


'/"  Il  il"    'il 

i/.r"  "*"  '''   d.r"    I 


/'„  " 


qui  \  riitiiMil    l<-^  roiirlitii 


II,  I  r  \  —   \  . 
II..  ((•,__  11. 


H ,.  (  r;  1  ^  ij . 


((./'->  (c)  =  o. 

;/  „"    '   I'  (•  I  =  I . 


(-1  lue  11  lie  lie  II'-  //  liiiHi  iiiii~  Il ,  {  .1-  , il„{  X)  est  l)Pi'ii  1  II- le  II  m  née 

<M   unique. 

u,(x).  —  '/„!  ./■  I  CDiisi  iiiicMi  iiM  ^\-iiiiif  iiiiidaiiitMiiiil  d'inlé- 
i;i'ale>  |)iinr  I  cqualidn  liomojjcno,  |Miisqiii-  Imilc  intégrale  tic  celle 
(•qiialiiiii  ol  iinr  loiiilmiaison  linéaire  et  li(iiiii>;;ène  h  roelticleiils 
consiaiil^  (le  (/ 1 .  11.^ n„.  el  réciproqueiiuMil . 

I'ia|i|iilini>    (jiir    1,1    (  niiilil  mil   nécessaire   el    sufl'isiiute  |)i)iir  que 

//    Miliiliciiis    II,.  11.^ 11,1   (le    l'équation   lllllno^ène   fiunieul    iiti 

sVNlèiiie  loiulamenlal  es|  que  leur  wniiisk  ieii 


"    1       .,'"-11 


soit    y-  o. 


(  ',e  x\  iiiii-k  1(11  ^e  1,1  Iciiic  par  la  Ton  nu  le  d'  Miel 

-  I        w,  rf.f 

A,./-,    -  l(r)r  J,    '        . 

Il  lie  penl  èire  nul  en  un  poiut  sans  être  idenliqueiiienl  nul. 

Une  aulic  (ciiK^lil  ion  néeessaireel  suffisante  |)i)iirqiie  le  sysième 

de   soin  I  le  111^  »  I .   »o (/„   Miil    l( iiidaineill.il    iv-l    que    // , ii„ 

soient   linéaiieineiil   indi'pendanles,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas 

de  eonstinles.    non    Ionien    nulles,    r,.    r.^ '"„  telles   qu'on   ait 

iileiil  iqueineiil 

'■i"i     -'^:"2^-■.•-    '■„«„  =  (>. 

Li  (iiiidilion   A   .-   o    est    la    condition   poni    que    les  /(   soliitiuil.s 
«I Il,,  ■-iiieiil   liuéairenienl   indi'-iiendaiile> . 
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Si  l'on  if\  nul  il  l'i'niial  loii  non  lioiiii)j;ciie 
d"u  il"-' Il 

r-  />i  —, 1-  .  .  .    ■-  Pli  II   —   r, 

,/.r»       '  '  d.r"    '  ' 

sa  solution  i;('nërale  sobliendni  en  ajoiUanl  à  une  soIuIkhi  | 
Hère  ii„  la  solution  ojénéralc  de  réqualicm  liomouèiic 

(c, t'„  étant    (l('<    lonstanles,    /, , .   ...,y,„    un    ^v-slriiic    loiiila- 

menlal  île  •.nliition  de  li-qualion  liouioi;i'ne  i. 


laii  icu- 


1.1 


<:ilAPn'RK   II. 


CHAPITRE   II. 

I,i:S  ANAI.Or.IES  DES  SVSTK.MKS  IHh  riiRli.NTIKLS  LINÉAIRES 
AVEC  LES  SYSTÈMES    VI.OÉBIUQUES  LINÉAIIŒS  ('). 


i.    Les  systèmes  algébriques.  I),m^  ses  reclierclies  sur  les 

oquatlons  clillérenl utiles,  Sturm,  iinnmc  l)ertiicouj)  de  ses  prédé- 
cesseurs, fiil  iuneiié  à  les  onvisii^er  iinniiie  limites  d'équation  aux 
dilTérences  finies. 

Considérons,  par  cxeiiijile.  Ic'qual  ion 


cl'-ti 


du 


dri^'^l^ -''"  =  ''• 


p.  q.  r  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans  l'intervalle  (A,  B). 
On  iinai;inc  que  (A,  B)  ait  été  dis  ist-  en  f,  |iarlles  é2:ales  par  les 


On 


fis 


n-,   B 


points  .T,,  .r.,.  ■■■:  .'■/,_)•  ^r  désigne  l'une  des  ditlV-rences 


.r,  — .r,-_, 


-T.,  =  A  I 
^/,  =  B  I 


^U(Xi)  =  ui^Xi+i)  —  u(.r,.), 
y-u(x,)  =  u(Xi+i)  —  iu(x,+i)  -t-  u(Xi). 


(')  Pour  les  faits  piireinoiil  «Ijiiliriques,  voir,  par  exemple; 
BociiEH.  Introduction  to  Iligher  A/gebra.  Ne\v-Yi>rk.  mw- 
iiiande  de  i^og,  Teubner. 

Pour  hi  lliéorie  de  Véquation  adjointe,  voir  : 
Daudoux,  Théorie  des  Sur/aces,  (.  H,  Cliap.  V. 
Pour  les  systèmes  dilVérenticls,  voir  : 
RAciiKii,  Trans.  Amer.  Math.  Soc.,  t.  XIV,  igiS,  p.  '|0-^. 


r.;.iiii,.i.  :iiie- 
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Gc)iisul(';roii>  iiloi>  li^quatioii 

qui  lirvra  avoir  lieu  |)i)ur  laules  les  valeurs  /  =  o,  i ,  :'.,  •-■.  />  —  2. 
Si  IDu  multiplie  les  ileux  uiembres   par  A.r^,  l'équalion  s'écril 

(  (<■  =  O,    I,    -2,     .  .  .  ,    /.■  2). 

L'équation  (  1),  qui  lie  les  valeurs  de  «  en  trois  points  de  divi- 
sion consécutils,  doit  être  valable,  on  l'a  vu,  pourj  =  <i,  i,  .... 
A  —  2.  Elle  donne  donc  naissance  à  /,'  —  i  équations  algébrique- 
entre  les  /  -h  i  inconnues  «/(arj),  «(a:,),  ...,  (/(.r/,_,),  u{X/,). 
Si  A  tendait  \ers  l'infini,  l'équation  difTérentielle  Initiale  appa- 
raîtrait donc  comme  la  limite  d'un  système  d'équations  linéaires 
algébriques,  dans  lequel  le  n<}udjre  des  inconnues,  surpassant 
toujours  de  deux  unités  le  nombre  des  équations,  tendrait  vers 
l'infini. 

Le  système  (i)  admet  en  général  une  infinité  de  solutions 
dépendant  linéairement  de  deux  constantes  arbitraires.  Sans  entrer 
dans  les  détails,  ceci  fait  prévoir  que  l'équation  diflérentielle  aura 
une  infinité  de  solutions  dépendant  linéairement  de  deux  cons- 
tantes arbitraires. 

Si  l'on  avait  une  équation  difTérentielle  linéaire  d'ordre  7t,  on 
pourrait  la  regarder  comme  limite  d'une  équation  aux  différences 
finies,  c'est-à-dire  d'un  système  algébrique  linéaire  dont  chaque 
équation  relierait  les  valeurs  de  la  solution  a  en  n  +  i  points 
consécutifs  choisis  parmi  Xq,  x,.  ....  X/^,  le  nombre  des  inconnues 
surpassant  de  n  celui  des  équations. 

Nous  allons  étudier  dans  ce  Giiapitre  les  analogies  des  systèmes 
différentiels  linéaires  et  des  systèmes  algébriques  linéaires. 

Nous  envisagerons  d'abord  le  système  homogène  algébrique 

,'  a,,  |,-f- «|.2b  +  .  • --t- «iN^N  =0, 
(^)  

On  sait  que  : 


I  II  u'iTiti:  II. 


I  "    l.f  syslt'inr  (  •'.  )  |K'iil   II  ii\  1111   II  Ml'  l;i  -u lui  nui 


Il  l'st  dit  alors  iiiconipadh/i'. 

a"    Si  !<•  -^Ystrinc  (  '  i  ^i  iiliKienr-  -iiiliil  ion- 


■5  1  '        ti:        •  •  •  !       •.X' 
.  .,        •  -1        .  • •,       •  .. 

•  111  ,mr.i   mil'  miIiiIkhi   |iIii-.  i;i-m  r.ilr  |i.ir  Ir-   luniuilr^ 


'•i:i  -+-  ' 


I  ;  I  -^  ' -2  ;  I  -^  •  • 

on  <■  I .  r.j.  ...  -uni  île--  roii'-liiiilo  (lurlri  uiii  uc^.  ri  I  nu  iiciil  Inii  |iiiii^ 
Irniixrr  un  nninlni'  liiii  île  miIiiIiou-  1i-IIc>  (lue  rcllr  dcriiiiTi'  Inr- 
iiiiili'  iliiuui'   l,\  --iilulhiii  ^l'iii'r.ilo  (lu  >v.sLènie  (a). 

.Si  co  siiluliiuis  111  iiiMiiliri'  liiii  siml  liiiéiureuK'iil  iiiil(|)('ii- 
(luiiles,  lia  iliiii  fjui'llf>  Iniiiuiii  un  s).s(èrne  Joinlaiin-nhil  ili- 
soiiitions  du  système  (a). 

nM|)|>cliins  qur  (le-;  <iiliiliiins 

,  I ,      ,.j.      ....      :^. 


soiil  dites  li/ii-in /■/■iiii'/i /  indi-iifinluiitcs  --'Il  csi  iuiii(PN>i|ilc  ili 
1  r.  )U\  er  (Ifv  ciiu^l.iulcs  /,  '.  /.  ".  ...  iiiiu  Inulc»  nulle»  lel  Ic^  iiiir  l'.ii 
.irl   ;i    l;i    luis 


Le    l'.lll"     (I  II     l,lllllMU 


Ml  "  1  -• 


,  "Ml 


<'\\\ 


es|    I  iirilre  iiMNIuiuui  (I   IIM   ili-leiiiiiiuinl  linn   nul    i^^u  de  l'e  l.ilile,iii  ; 
s|  l>  i'-.!    ce   iMUi;.  on  a    le  ilieniiiiie  •-lliv.illl    : 

1.1-  liiiiiilnr  'les   stiliilidiis  il' un  syst<-tlli-J(iiiil<lliiriililli-sl  ton- 
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jours  N  — -p.  Ce  nombre  sera  appelé  Indice  de  compatibilité  du 
syslème  (2)  on  siinplcnu'iil  iinlire. 

Le  lecteui' a  déjà  reinanjué  l'analoi;ie  IVappaule  de  ce  qui  pn'- 
ci'de  avec  les  traits  rappelés  à  la  (in  du  dernier  Giiapitre,  relati- 
vement à  ré(juation  diUércnticllc  li(iini)i;('iie. 

Si  1  on  ('n\  isaLiê  un  ^vslèiuc  non  Inimojjéno 

l    "11  ;i  —...-!-  "iN   ;n=  /'l. 
^^> 

on  est  amené  à  C(insid('rer.  parallélemcul  à  la  malrice 

,   "n       •  •  •      <>\\ 


la  matrice  aui;inentée 


"MN 


.  .  .        OiN         ht 


«Ml         -  ..        "M.N       '' 

et  Ion  sait  que  la  condition  nécessaire  et  sutfisanle  pour  que  le 
système  (3)  soit  conqialible  est  que  le  ranj;  de  la  matrice  des  n. 
soit  éi;al  au  ranf;  de  la  matrice  autjuientée. 

Dans  ces  conditions,  la  solution  jjénérale  du  système  (3)  s'ob- 
tient eu  ajoutant  à  une  solution  |);u'liculière  la  solution  g;énérale 
du  système  iiomoijène  (2  i. 

u.  Les  systèmes  différentiels.  —  Le  système  (3),  dans  le  cas 
où  M  =  N  —  «,  est  lanalogue  d  une  équation  linéaire  d'ordre  n . 
non  homogène.  Pour  avoir  l'analogue  du  système  algébri([Uf 
où  M  =  N,  il  laut  ajouter,  à  l'équation  différentielle  d'ordre  n. 
Il  conditions  suppliMuentaircs  que  devra  \énlier  la  solution.  Ou 
pourra  |)rcndre,  par  exem|>le, 

M(C)  =  Y' 

u'ic)  —  •(', 


iS  cil  vi'iTiti:  II. 

C    éUilil    MU   liiiiiil    (le    (  \.  Ht.  ii^'Uc)   la  valoiir   ilr   -r—  mu   iiniiil  c. 
'  </.r'  ' 

c(  y,  y',  ...,  y("-i)  //  conslantos  cjiiolcduqiies.  (Ces  /i  conditions,  si 

I  on  passe  il   l'ikjualum  aux   (lilIV-rences   (inies.   ilomifiil    en  ett'ei 

n  relations  entre  les  valeurs  île  u  en  ii  —  i  [xiiuls  cunséiiitiis  à  c. 

donc  /(   é(|uali()ns   linéaires  à  adjDiiulri"  aii\    \        //   qui'    Inurnil 

l'i-quation  elle-même.) 

iNous  allons  envisager  daii>  la  ^uiir  de-,  iimdiiious  su|)|)li'uirii- 
laires  plus  générales  : 

i"  On  peiU  prendre  <len\  |)c>iiils«.  A  dan^  riiiiciv.illi' (^A  .  Bi.  mi 
dans  le  iKuiiaine  île  ^^  eierstrass,  lui  1  ou  a>lreinl  .(  à  tli'iui'iiifr.  ri 
imposer  il  une  solul  loii  la  iiuulilnin 

a//(«.;  -H  2;' /('(«)  -f-. .  .-H  «>"-"«'"-"(«) 

a,  a' fj.  'p' -' l'Iiiiil  des  eiuislantes.  (Il  sérail    iniil  lie  d'in- 

Iroduiie   la   déri\ce   n'"'"'  de    //.   puisque   l'équation  ilillV'rentielle 
|ierniet  lie  rex|)rimer  en  loniiidii  dr  »,  n' .  ....  «'"    '  .) 

iXoiis  désignerons  par  U  {11)  If  prriuier  lueiulu-e  de  la  condition 
précédente.  Nous  prendron-  ilaii'-  le  las  général  m  1  inililioiis  de 
la  forme  précédente 

l    ,■  ('  Il  \    ^=   -li  (  /   =     1  .    7 III    K 

On  pouirail  |)rendre  h  points  n.  h.  ...  dans  1  \,  H),  au  lieu  d'en 
prendre  seulemeiil  deux,  et  imposer  une  relation  linéaire  entre 
les  valeurs  dr  //  et  de  ses  ( //  —  i)  premières  ilérnées  aux  poiiii> 
a.  />,  .... 

■->."    On  piuiri'ail  r(U)siili'Ter  uu  drnxirnii'  I  \  pi'  île  coiidilion 

.li 

/'.''',  /^",  ....  / ',"    '    étant  des    tonetion>   dounei's   Ar  .1    ipu'  iiou-- 
siipposerons  continues  pour  éNiter  toute  complieal  ion. 

.H"  iMifnijen  laisaiil  pour  l  !/(  f/)  la  Minime  diiiu'  i'xprr--shiii  du 
type  1"  et  d'une  intégrale  du  lv|)i'  ■'."  ei-de>sii--,  on  |miim  rail  pri'iulii.' 
les  conditions  plus  générales 

U,i  «)  =  ï<- 


I 
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Ces  conditions  sont  linéaires  à  un  double  point  dr  vue  : 

i"   ()np(Mit  les  eavisai;er  coiiuiio   liimlc-;  de   relations   linéaires 

<•  litre  ie-'  \  a  leurs  de  //  aii\  /.  |ii)iiil  s  de  d  ivi^iuii  de  l'iiilervalle  (A,  H) 

(jiiand  /.  ain;iiienlc  iniléliniiiienl. 

■:>"    Si    I  ou   a   |tlusieui-s    fonelions    ;/,,  «.j,  ...  el    iju'ou   loriiie    la 

tonctioniudle  l  ,  [idiii-  la  l.iuelion  c ^  it i  —  c-,u  .^-  ...,  c, .  c.j...  ('laul 

||e^  eou>tantos  (|iieli'oiu[iics,  on  a 

U,(r,  «1  +  Cj^j-^.  .  .)  =  fi  U,(  Kl)  -4-  c^Vii  Ui)  +. . .  : 

(■elle  lonclionnelle  U/('«)  est  disiriliiil  ise,  el  l'on  sali  ([lie  ladis- 
tributivité  est  le  caractère  essentiel  des  ex[)ressions  linéaires  alf^é- 
briques.  Toute  expression  possédant  celte  propriété  distrilmtive^ 
peut  être  dite  linrairc. 

(/CCI  ('laiil   pns(',  nous  en\  i-^a^erous  les  systèmes  d  i  lli-ienliidN  de 
la    loinie 


(1) 


L(K)=<> 

U,(«)  =  o 


1 ,  '2,   ....  tn) 


,   ,     ,        d"u  d"    '  ti 

^  d:c"       '     dx"    ' 


-  Pn  I 


l.e>  eoaditions  U,(m)  =  o  peuvent  èlre  des  ('luulil  loa^  linéaires 
du  ly[)e  le  plus  i;énéral  .!"  envisagi'  ci-dessus. 

Si  m  e-.t  quelcoaque,  ce  système  est  lanaloj^ue  d  iiii  système 
alj;él)ri(pie  lini'aire  de  M  équations  à  JN  inconnues  que  nousavoii^ 
noté  (a)  au  |)araj;raplie  i. 

L'analoi^iie  du  système  (.!)  (§  4)  serait 


{V., 


L(«)  =  /■ 
U,(i<)  =  Y,-        (f=i,-->.,  ....m) 


Pour  ces  deux  sortes  de  systèmes,  bomogènes  el  non  liomogènes. 
nous  allons  développer  une  ibéorie  de  la  compatibilité  analogue  à 
celle  que  nous  avons  rappelée  pour  les  systèmes  algédiriquos  (a  1 
el  (3)  du  paragraphe  \. 

Prenons  un  système  lioiiiogène  (i)  : 

i"  Ce  système  peut  n'adinettre  (pic  la  ^oliit  ion  //  i  ■.  Il  ^eradil 
alors  incompatible. 


vo  ciiAriiiŒ  11. 

:'."  Il   pciil   iulmellre  des   solutions   r,\.f,i '',k  liin-'iiireinenl 

intlépcnihmlcs.  On  iuir.i  lou  jours  A'^ii.  puisque  réqualiou 
L(M)=oa  iiii  |ilu>  /(  solutions  liiit-aireiiieiit  indépendantes.  Dans 
ces  conditions, 

C|T,|  H-  CjT,2-l-   ...   -t-  CJir,k 

sera  une  solution  du  svslèuic  dépendant  de  /.■  constantes  arbi- 
ir.iires  r,,  c,.  ...,  c*.  Nous  appellerons  système  fondamental  de 
sulittions  un  système  de  solutions  linéairement  indépendantes  r,,. 

i^i Tjy^  donnant  la  solution  ^(■nérale  du  système  dillerentiel  [)ar 

la  lornnili' 

.Si  I  ou  considère  le  système  avec  deuxième  membre  (aj  : 
i"   Il  jicut  n'avoir  pas  de  solution,  car  il  peut  arriver  qu'aucune 
des  solutions   de   L(m)=^/'  ne  \('rilie  les  conditions  supplémen- 
taires ; 

a°  ]l  laiil  adiiicllii'  une  solution  «,,.  Alors  si  'r,,.r^2-  ....r,/s 
conslitiiciil  iiii  >vsiriur  l'ondamental  de  solutions  du  système  liomo- 
i;ène  (2)  correspondaiii  ii  (1  1,  la  soliii  ion  générale  de  ce  système  (2) 
sera 

Ud-hCif,,-^-  .  ■-*-  c/,r,i,; 

f|, C/i  étant  A'  coiisi mtes  arbitraires.  On  a  vu  que.  pour  qu'un 

système  algébrique  boinogène  ^(3)  '(§4)  ait  />•  solutions  indépen- 
d.intes,  la  condition  nécessaire  et   suttisantc  est  que  le  rang  de  la 

matrice  (  1  soil  A  —  /, . 

\  «Ml  —  a„,  j 

l'.huiions,  pour  le  svstème  dififérentiel  homogène  (  i  ),  une  con- 
dition analogue. 

Soit  w,,  u^.  ....  Un  nn  système  fondamental  de  solutions 
de  '^(",1  =  "•  Cboisissons  les  constantes  c,.  . . .,  c,j  telles  que 

H  =  (■,  H1-I-.  .  .-h  c„u„ 
vérilic  ic^  coikIiI  lous 

U,  (  K )  =  o         (■  (■  =  1,2,  ...,«11; 
on  a  les  C(ni<litions  sui\anles  ji.uir  ([«■terminer  les  c/  : 
<-,Ui  («O-i-c'jUi  (  Ho) -I-. ..-+- c„U|  (ii„)  =  o, 

''l  L'î    (Ui)  -h  C-iU;    (lit)  -i-.  .  .-i-  Cl,  Uj    (Un)  =  O, 
) 

t'i  U/H  (  "1  )  +  cj  U,„  (  «i  )  -f- . . .  -t-  c„  U„, (  «„  1  =  o. 
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Ce  sont  (les  équations  liiiéiiires  et  lioiiiogènes  eu  c, c,,. 

Il  faut  considérei'  le  tableau 

'U,    (H,  I      ...      U,    (u,,)^ 
U.  (  ;/i  »     ...     Uj  (  "„  "i 

Ji„,(H,)     ...     11„,(h„)/ 

Si  /  csl  sou  raui;,  ou  a  //  — /  soluliou;.  liuéaireuieiil  iuLlépcn- 
tlanles  pour  c,,  ...,  6'„.  Cliacune  de  ces  solutions  donne  une  l'onc- 
tion (/ ^=  c'i  ;/, -1- ...  +  c„  «„.  Nous  trouvons  ainsi  /; — /.solutions 
linéairement  indépendantes  pour  le  système  (i).  [Ces  solutions 
sont  I HHM  iieniful  indi'-pt'nilautes  puisque  h,  ....,?/„  est  un  système 
l'ondamental  de  L(m)  =;  o.] 

Ou  a  ilonc  ce  ri'sullat  : 

l^a  condition  U(''ce>saire  et  sutlisaulc  pnui'([ue  le  système  liomo- 
gène  (i)  ait  jy  sol  ut  mus  linéairement  indépeudMulc-  c>t  (pie  le  raiii^ 
du  tableau  S  soit  /t  — p. 

Ce  résultat  est  lluioriquc.  Il  >up|)(>>e  qii  on  a  i(-miIu  l'équa- 
ti<ui  L  («)  =  o. 

Envisaj;eons  le  système  ( ■>.)  avec  second  membre. 

Soit  M,i  une  solution  particulière  de  L(m,)  =  /',  et  u,,  ii-^.  ...,  ii„ 
iiu  sv>lciiic  loinlaiiicnlal  d'intéiii'ales  de  L(«)  =  o. 

Alors  M  :^  (/„ -f- r,  M|  +  . . .  +  f„  »„  est  la  sidutiou  s;énérale 
de  L,(«)  =  i",  pour  qu'une  telle  solution  vé'rifie 

U,(  u  )  =  Y/,         /'  =  !,) m, 

il  laiit  cl   il  sullil  que  les  c,  vérilient  les  équation» 

c,U|  ("i)-f-c,U,  (i(,)  -h.  ..-h  c„V,  ((/„)  =  -/,   —  u,  («„), 

'•lU„,  («i)  -i-c,V,n(j'-2)  +...-+-  c„  V,„(u„  }  =  •(■„,—  V,„{  U„). 

Il  faut  alors  en\  isai^er,  conformément  au  résultat  trouvé  [lour  le 
système  als^ébriqiie  {'))  (§  i),  les  (\eu\  matrices 

(U|  (  "i  '     ■■■      Li|(//„)  \ 
) 
.L,„(Hi)     ...     U„,(j<„)/ 

et 

(l'i    ("l)       IJl    ("î)       ..•        Il    (l'n)      Yl    —  l.'l    ("o)\ 
)■ 


J->-  CIIAl'ITIli:    II. 

I>e  svsli'iiic  (lilliTenl  ici  >  i  miiim  des  si  il  m  lu  pu-,  sj  G  ,-i  c  ,  ,,iil  iin'iiir 
rang. 

Si  //  f)  !•<[  ce  raiiu  cojiiiiiiiii.  le  >j»lcmc  i  ■>  i  aiilM  aloi-s  une 
iiiliiuli-  lie  soliilicius  ili'>|)eii(l;ml  liniMirciiiciil  île  y*  cimsianle*  iirhi- 
Iraircs.  |>iii-([ii'il  en  esl  ainsi  du  syslèiiic  qui  dilcniiine  les  c,-. 

(^e       n-sllilMl.       hilll       llirnil(|llr.       sll|)|li).se       résolue       ri'ijiKll  iiTU 

l>(  u)  -.-  r. 

Cepeiiiliiiil .  si  je  i-,\iil;  de  ff  c^i  //  cl  si  en  iiiiirc  cui  -iini)  ise  ;»=  //. 
le  SYSlèiiie  iii)iiin<;ène  (\j  na  pas  de  sidiilion.  mais  le  syslènie  iiiii 
(lélermine  les  c,-  a  loiijimrs  une  sidiilion  unique.  On  a  dune 
riMioncc  suivant  sous  une  loiMne  ind('|)(»ndanlc  de  E  et  d,  l'noncé 
(|ui  a  stui  aiialoi:ue  |iiMir  les  syslènies  limaires  al^('d)rique>  : 

Si  ///  //  cl  si  le  sv^lciiie  lioino^cne  I  1  I  e^l  iiic(iiii|i,il  ilde.  ii- 
s\slciiic  12)  a  lnu|oui>  uik;  soliili^ni  el  une  >eulc. 

IjC  parallc'disuie  des  syslènies  Unitaires  ali;el)ri([ue>  cl  diilci-en- 
liels  peul  se  poursuivre.  l*our  l'viler  de  tn)i>  i;randes  coiiipli- 
calions,  nous  n  envisaj^erons  pas  dans  la  suite  les  condilioii- au\ 
limites  de  la  f(^rme  I\(//)-  --,  où  entreraient  des  intéj:iales  du 
deiivicme  type  sii;nale.  Non-,  nou^  liurju'iiui-  iiienie  à  Mii|ii)ser  au  \ 
solutions  II  des  •<  condil  ion-  Ji  tli-n\  pninl-  a  el  //  .  e'e-ià-dire 
de  la  loiiuc 

Ij ,  (  H  ;  =  a  »  (  a  )  -+-  3:  u  (n)  -^  .  .  . 

-j-al"-"«l''-"(<7)  ■^'^u{b')-^  yu'(.l')  -!-...-!-  S'"-i'm"    yih\^  ■;,, 

diiul    le-  eiiudilion-  .i  MU  |iioiil   lie  -nul  ini  un  cas  parliciilier. 

La  llieoi'ic  du  -\-lèiue  ad|oinl  à  un  sv-.lèiiic  d  i  IliTCtit  lel  doiini- 
présente  également  la  plus  i:rande  analojjle  avec  la  lluoric  paial- 
lèlc  ilaiis  les  ('quai  loii-  a  li^elnupics. 


().    L'équation  adjointe.  Uappclmi-    d'.dicud    ipu  lijiics    pro- 

priétés de  l'cquat  ion  a<l  |oiiile   <le  l,a^iaiii;e.  Si  l'on   eon-idère  une 
expressKui  dilleienlicdlc  lintMire 

et   si  I  ou  elicrclic  à  del  eriiiiiier  un  uni  11  ipl  icileiir  c  lel  que  i\jiii) 
soit  laileiueid  II  Ile  e\  pn'--iou  1  ini'a  i  l'e    par  rapport   à    // .    ii\    .... 


ANM.ociEs  nn?  sv^:Tihir:s  i.iNicAinKS  niKn:iii:NTir;t.s  or  ai.gicbriques.     v.3 
Il  "^1'.  iiii  li(iii\c  que  r  ilml  >.ilislaire  .'i  I  (''qu.Uion  il  i  ITi'TOiit  ici  If 

([MOU  appel  II'  V  l'ijuiiLidU  udjitinli'  (\c  l.anrange.  Ou  Mipposé  livi- 
ilcinmeiil  dans  ce  rpi  on  \  lenl.  de  dire  que  Imil  coeKicieul  /,  ;idniil 
des  déi'i\('Cs  conliniies  insipiii  l'ordre  /.  On  |)arl  leniiu'ise  ain>i  la 
lonclion  /,-.  Nous  lèverons  plu-,  lanl  relie  re-lricl  ion.  Nous  snppo- 
~on-~  ciilin  (pie/„p=(i  dan>loiil  I  inl  er\  a  I  le  (  A  ,  15)  eonsidén''  alin 
tine  i'eqnal  ion  \À  n^  =  /'.  (jnand  ou  (li\  ise  ses  deu\  uieuihre^  pai-  li' 

eoellicienl  lie  -; — ^ ,  ail  de-  coellicienl-.   eoiilinii-  eu    loul    poiiil   di' 
(II" 

rinter\alle. 

Si  nous  dr-ML;non-.  par  .M  (  e  i    le    premier   iiiemlire  de    liMpialiou 
iid|oiille 

'        dx"  ^       '  dx"-^ 

ou  diunoulre  ai-i'inenl   I  idenlili' 

(  I  )  ('  L  (  H  )  —  H  I\I  (  i'  )  =  -;—  1'  I  ".  I'  I, 

d.r 

quels  que  soienl  u  el  r.    Vi'il,  r)  esl   une  loruie  Ijilinéaire  ndali\e- 

inon(  aux  variables  u.  ir ii^"~".  e,  e' e'"    ''. 

Si  I  lUi  inlèL:re  les  deux  nieinhre>  de   l'idenlili'  (  i  i  enire  (/  el    //. 
deux  poinis  quelconques  de  l'inlerxalle  (A,  li),  on  a  I  idenlile 


1-2) 


/      \rl.iiii  —  ii^i(i')]dx  =  [P(«,  i-)J 


(les  dcuv  l'ornies  (])  el  (2)  sont  ('quivalenles,  car  si  l'on  suppose 
que  (2)  a  lieu  quel  que  soit  h  dans  (A,  B),  en  dillerentianl  les 
deux  nifimbres  de  (2  )  par  rappml  à  la  liiuile  supérieure  />  (pi'oii 
peut  appeler  x,  ou  i-elouibc  sur  (  i  ). 

^ûiis  appellerons  (  1  )  Videiililé  de  Lai^range  et  (\>.)  Va  foniiuL; 
de  Green.  bien  que  (i)  el  (2)  aient  été  données  par  Lagrani;e  et 
que  (iieen  u'aii  pas  donné  la  l'orninle  ('2).  Mais  (2)  est  Tanalounc 
pour  une  dimension  de  la  loriniilc  cédcbre  de  (îreen,  qui,  dan- 
certains  cas.  permet  de  ramener  le  calcul  d'une  inléj^rale  double 
à  celui  dune  intéj;rale  cur\  iiii;iie  :  ceci  ex|dique  la  diMiomiual  ion 
iiiie  nous  clioisisson-;. 


'1 


CllAI'lTIti:    II. 


I>ipi'-(|ii'(iii  ,i  i'-{.\\>[\  riil<'iiti((;  I  I  )  (jii  I  [t.  f  1)11  i-u  tléiliiil  (If  Miilc  la 
proprii'lf  ilii  iimll  i|ilii;ili-iir.  car  si  r  p>t  snliilinii  de  rrqualloa 
a<l  [Diiiti'  ou  a  Mil-     n.  il'iiM 

'•''(«)  =  ^  f(",  ")■ 
Si  l'ini  iiuègre  les  deux  iin'iiilurs  eiilrc  A  cl  B,  un  a 


Ci) 


-Il 


L  iiil('-i;i-,ili:     /     ('i^(  Il  )t/.r  s'e\|)iiiiie  ddiii   |)  ii  une  lciiiclit)ii  liii(-,iii  i- 

<l("i  valeurs  de  ii .  ii' //'"    '    ;ih\  il  eux  |iuiut>  A  id  B. 

'  .licrcluiiis  I  aualiii;  ir  |ii>iir  les  cii  liai  nuis  ali;il)riques.  l'our  siin- 
plilier,  supposons  (|iu;  \^(ii)  soit  une  expression  diilV-renlieile  du 
ileiixièine  ordre,  alors  le  deuxième  meinljre  de  l'.V)  esl  une  toncliDii 
lini'alie  des  valeurs  de  1/  et  u'  en  A  el  U. 

Ce  qui  correspoudiail  iei  à  l'expression  L(m),  c'est  iVI  lornies 
linéaires  en  :,.  z,-..  ç>  (M  =  iN  —  2), 


f'Mi;i-+-.  ■  --H  «M.xb- 


;i Z\  clanl  les  \aieinN  (|ue  piciul  11  aux  |)oiiits   de  division  de 

r  intervalle  (A,  B)  [d'après  l'iMpialion  aux  dillérences  linies  qu'on  a 
siih>l  ilué  à  L  (  m)  :^  /■]•  M  ull  iplier  L  (  »  )  par  une  Ion  et  ion  c  ei  intc- 
i;rer  de  A  ;i  B.  aura  pour  analogue  ici  :  niulliplier  les   lorines  pré- 

cédeiiles    respeci  i\  riiieiil     par    des    conslaules    ),.    Kj _)'s|.    Cl 

.11 
apuilcr  lr~  n-.ullals:   de  plus.     /      i\,ii/)(lx  sexpriniail    linéaire- 

■   A 
iiiciil  par  le-  seules  valeurs  de  (/  et  «'  en  A  el  B.  Or.  la  \  a  leur  «  1  A  1 
eoirespond  à  ;,.  it(B)  à  Ç;^  ;  a' i  \  )  correspond  dans  l'équation  aux 
dili'i'rcnces  finies  à  une  expression   liné'aire  en   ;,    et  ^2!    «'(  B)  à 
une  expression  lini'aire  en  ç^^,  el  z^'.  nous  aurons  lanaloiîue  d'un 

iniiltiplicaleiir  i  .en  clioisissani  les  conslaules  c, r,,  telles  que 

rex|)ression 

ri  (  "11  Çi  +  ■  •  •  -t-  "ix  b  )-*-...-(-  .rM  ("Ml  ;i  -+-...  +  "MX  ;x  ) 

ne  renrcriiie  que  les  valeurs  de  ç,.  ç.j,  ;,,_,.  î^- 


ANALOGIES    DKS   SYSTEMES    LINEAIRES   niKFKIIENTlKl.S    OU    ALGEBRIQUES.       il 

On  devni  donc  annuler  les  coelTicieiils  de,   ^n,  •••7  î.v_2i  ce  qui 
(loniier.i  les  équations  suivantes,  auxquelles  devront  satisfaire  j)',, 

«1;        ri-l-"2i        r2-!-----^«.M4        .111  =  O. 
«l.N-2/l-l-  '''2.N-2.K2+.  ■  ■  ■*-  "M.N--2^'M=  O. 

Le  tahlcau  des  coefficients  de  ces  équations  siîdi'dini  du  lahleau 
des  coefticieats  des  formes  ci-dessus  eu  ;,,  ...,  ;,(, 

11        "!■•        ■■■        «IN 


,«M1       «MN 

en  [jerniutant  les  lignes  et  les  colunaes.  |)uis  su|ii)riiuaiit  les  deux 
premières  et  les  deux  dernières  lignes. 

Un  système  tel  que  (4)  est  l'analogue  de  r<'qualioii  adjointe. 
Et  dans  le  cas  où  nous  nous  sommes  placés  M  =  N  —  2,  il  y  a 
j\  — 4  équations  à  jN  —  2  inconnues  <lans  (4),  comme  on  devait  s'y 
attendre,  puisque  l'équation  adjointe  est  ici  du  deuxième  ordre. 

Nous  reviendrons  sur  cette  analogie  après  avoir  défini  le  système 
adjoint  à  iiu  système  ditl'érentiel  donné.  On  a,  en  elFet,  une  ana- 
logie bien  plus. étroite  avec  les  systèmes  algébriques  si,  au  lieu  de 
considérer  des  équations  différentielles,  on  considère  des  systèmes 
d  1  Hé  re  u  1 1  e  I  s . 

Au|)aravaut,  nou^  rappellerons  quelques  lail^  connus  de  la 
lliéorie  des  lornies  bilinéaires. 

T.   Les  formes  bilinéaires. —  Soit  deux  systèmes  de  N  variable^ 

^1,    ^-j .^.\, 

L  ne  foriue  biliiK-aire  par  rapport  ii  ces  variables  est  une  expression 
telle  que 

«11 -^'1^1  -*-  «lî-^'ija  — • .  .-HOiN  a-,  jx 
+  a^x^yi-i-  an  TnXi-i-.  .  .-^  «2N  •ï'î  yy 


linéaire  par  rapport  aux  x  et  par  rapport  aii\  y. 


?f. 


Lr  ili'Icniiiniiiil 


\    :- 


i:ii,\i>iTliK   II. 


«Il       "l^       ■  •  •       "IN 
"21       "ï>       ■  •  •       "-'N 


"M       "Si 


siip[)cllc  ili'liTiiiu/iui I  lie  1(1  loriiie. 

Si  A  rA  ().  la  lormc  es!  nidiii  liic  :   si   A  =  o,  l.i  Inîiuc'  i--.!  niiii;ii- 

iMiNrill-  Mil'  l<S  .r,   une  ^llll>l  lllll  1(111  (Mil    lo  rclll|l  lil  LC  p.ir  les    \,, 
\i  =  r,,  Xi  -H  C|j.r-î-t-.  .  .  —  fiN  .(N. 


\x  =  Cm  J^i  -r-  CxoJ-»-^.  .  .-7-  C.\Na\\. 


ÎNous  sii|)|)()Si>iis  (lue  relie  suhsliliilKni  est  iniiinairp.  cest-à-ilire 
f]M(^  le  (l(''leriiiiiiiiiil  (]-.  |  c'//;  |  iiesl  pas  nul. 

()ii  |H'nl  aliirs  ii-niphieer  les  .r,- en  liincl  ion  île  \,  il.ins  la  lunnc 
lu I iiK'a irc  ildiinec  ipii  prcmlra  la  Inrnie  i]^/,-,X,y/. 

La  lorme  liMiisl(irin('e  est  sihj^iiIkTi'  on  nrdinaire.  sei(in  ([iie 
la  prop()S('e  ('tail  siii^uli('re  ou  ordinaire. 

iuivisaiicoiis  celle  loi-iiie  Iranslormée  ;  on  peul    r('enrc 

\,^,  i-.\.,v, +,..-- \nV>, 

à  conilil  ion  de  poser 


Vn  —  (Iwy,  —  r/v;  V.,  —  ...-•  ct\\ y 


Ceci  esl   une  snhslilul  kui    ipii   n'iiipLiec   les    )•,  par   les    \  ,.    Si    la 
l'orme  propos(-e  esl  ordiiiaiic.  i  elle  -iilislil  ulion  esl  ordinaire. 

i)oii('.   eu    -.nppo>;inl    la    loi'iue    iniliale   ordinaire,   on    peul.    par 
d(;iix    suli^l  M  iil  loiis    ciun  enalilcs    ordiua  iic^    laisaiil    pas>er  des   .r,- 

aii\    \,.  cl    (les    r,au\    ^  ,.   réduire    la    lolliie    iniliale     \   a,j.r,)j   à 


a  tiuiiie  eauomiiue 


2^'^- 


I  .(•    ili'le'riuin.inl     (1     rlaiil 


les    lonue 


e.     \,.    \,. 


en  ./ I ;■,,  siuil    ludi  peudaiile^.   lui   pourra   les  lUniner  arliil lai- 
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reineul.  Les  (urines  V  , 'l  ^  scroiil  iilors  bleu  délcriniiK'es  par 

\c  clinix  des  X,-,  et  elles  sennil  iiulc])t'ii(l;intes  puisque  leur  deter- 

IIIIIIMIII    L)  ----'-  11. 

Si,  l;iiss;uil  p  des  lnriiirs  \,  iiuariahlc-.  uoii-  iliiini;eons 
les^y  =  ?\  -    p  rcslMMlcs.  quel  sera  l'cirel  produil.sur  les  lonues  \  ,  ".' 

Lursque  nous  clidisissons  les  foi  mes  \  , X^, .  X,, . , ,  ....  X„_j,„. 

les  lornii'-  ^  inrropniulautes  soûl   ^  , .  ^  j \  /,,  \  pj^,.  ...,  ^  ^,^,^. 

Si   nou>   (•lioi>is.soii^   les    foriiics   X,.  \..,  ...,  X,,,  X' \„,    , 

en    coiiscr\aiil    les   p    premières    l'ornies    précédentes,    el    l'aisaul 

\^,^,,    ....  X'^     dillérentes    de    Xy,^i \/,j^ij-    mais    loniiaul 

avee   X, \^    un   système   linéaiicnirut    ludépeiidanl .    il    leur 

eorrespiuiilia  p. un-  les  \  des  formes  ^  , .  ^ ^  !,•  ^  ,, ^i '^  ,,+,, 

linéaii-ciiiciil   iiidi'pcudaules.  On  a  év  KJciniiicnl  lidentilé 

'  ')  .\]   1  1   +.  .  .  -I-  \,,  ly, -=-  X,,_n   1  ,,4-1  -T-.  .  .-t-  \ii-i-,/  V  /,+  Y, 

OÙ  il  laiil  -.upposer  les  X  les  X'.  les  \    les  \  '  reiiiplaci's  par  leur-, 
expressions  en  fonctions  des  a'/  et  Ac^  r,. 

(Choisissons  pour  les   j?,- le  syslèiiic  unique  de  \alciir^  qui  iciicl 

X,  =  o.         \>='),         X,,  =  0:         \',,,  =  i.         ...,        \^,,,  =  0. 

Pour  CCS  \alcurs  àt'  .r,.  les   loniies  X^,^, ^ />+-/  preunenl    des 

valeurs    niiiuiTiqiic-,   A^,,,., ^p^,/'  en  siilisliluanl    ces  \alcui- 

dans  I  idculili''  i  i  i.  lui  a  1  idciilili-.  par  rappiu'l  aux  V/, 

^  ,,4-,  =  A,,+|  Y,,+,  -H  ...  -H  A/,^-,,^  ,,+,/. 

Ou  I  r. iii\  <'ra  II   iiii  rc->ii  liai  analoi:  lU'  pour  ^       ., .  .  .  . ,  ^   , ,    .    I  toiic. 

le-  <i  dernières  formes   ^'.,^^ \'-'/  ^  <'^pi''"it'nl   jiar  des   I'oik- 

tious  lunaires  et  li<iiiioj;cnes  des  aiicieunes  c/  dernières  ^/j+i 

ClioisiNMUi-  m  uiilcnaiil   le-  .r ,  IcU  (pic 

\,  =  1.         X,=  X3  =  .  ..—  X,,  =  .\^,,i  = \;,.f,/=  o. 

les    X,,j_i ^ i>+<i    pi'ennenl    cerlaines     valeurs     numériques 

R/j+i,  •■■•  iî/i+Y  cl    ridcnl  ilc  I  II  donne  l'idcnl  ilc'  siii\aiilc  par  rap- 
port aux  r,. 

Mr-iiic  ri'Niillril  pour  ^  „ V  ■ 


•iS 


ciiAMirni;  ii. 


!,<■<  /)  |ii('iiili'Trs  formes  ^  , N     mjiiI  égale»  auvyj  anciennes 

^  I  .  ^  ^ ^  /,  lespectivemem  augmentées  de  fonctions  linéaires 

el  lioiiiDgt'nes  (les  ^  ;,^f ^ />+'/■ 


8.   Les  systèmes  adjoints.  -     (leci  étant  rappelé,  un  a  vu  que  si 
l'on  considère 

W«  fi  Ail  —  l   n 


,     fl"  Il  ,  (/"-'H 

'  dr"  rfa:"-' 


et    si    iM(»)    d(.-sii;ne   l'expressidii    adjointe,    on   a    l'identité    de 
Lagrange 

(•  \A   II  )  /?   M(  (•  )  =    -;—  I  l'(  II.    l'  )  1, 

dr 

P(«,  (•)  •'•tiuU  mir    lormc    l>i liiK'airc   par   lappoit  an\  svsiènies  de 
varlaMes 

fiT),     v'(x),      ....      (''"-"(j.-)- 
<  )ii  |ii'iil  Inrnici-  In's  aisi'meiil  !'(«.  f)  el   l'on  Iniuve 

ddiV)  ...   ,  d"   '(/„( 


l'(",  '■;  = 


dx 

d{l,v) 
dx 


.  .-4-  (■—  l)' 


M-l  J 


rfx" 

d''-Hl„>')~ 


\  .!•  (li'liTin  luaiil  lie  la  loi-mc  s"('cri| 


(-1 /'->/,, 

...      (-1)''-"-/,,  o 

o 


les  éléments  de   la  deuxièiue  diagonale  ('lant  égaux  à   ziz  /„  el  les 
éléments  au-dessous  étant  tous  nuls. 

Ce  déterminant  est  donc  égal  à  ±  (^h)"  et,  comme  nous  suppo- 
sons que  l'équation  L(u)  =  /■  est  régulière  dans  l'intervalle  consi- 
déré (A,  B),  nous  su])i)osons  l„^o  dans  cet  intervalle.  Donc,  le 
déterminaiil  |ir(-i('(lenl  nest  pas  nul.  La  foi-mc  P(«,(')  est  ordi- 
naire pour  toute  \aleiir  île  .r  juise  ilan--  l'inlervalle  (A.  B). 
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l.i  li)iimilc  de  (jreen  iimis  tlomie 

j      [v  ].yu  I  —  a  ,M(  v)]dx  =  I  \'{u,  v)\',l. 
'  Il 

Lu  quaiililé  [P(w,  t')]'i  est  une  forme  hillm  Mire  par  r,i|i|iiii-i  iui>c 
lieux  séries  suivantes  fie  ■2/1  \ariahles. 

u(a),     ii'{a),     ...,     iti''-"(a),     u(b),     u'{h) k':«-"(6), 

i'(a),      via) v'•'•-^'Ha),      v(b),      v'{b).      v''"-»(h). 

Cette  forme  hiliuéaire  est  duii  caractère  particulier;  elle  est.  en 
réalité,  la  somme  de  deux  formes  bilinéaires  :  la  première,  par 
rappoi't  aux  li''' i  n)  el  (''''(a);  la  deuxième,  par  rapport  aux  ii^'Ubi 
et  ('(')( 6;. 

Le  déteriuinaat  de  cette  forme  serait 


■  ln(a) 


;/„(«.)        o 


Icrrilcs 
luiis  utils 


l„ya  < 


tcrriiP>   nul^ 


O 

fn(b) 


i  ^zzi[l„(a)y[/,:lbf\". 


Irrnu's     • 
.      '  .    "  nuls 

ln(b  )      O       ...  O 


11  est  -pé  o  d'après  nos  lijpotlièses,  la  lonne  [l'i  u.  ci]';  est  doue 
ordinaire.  Elle  est  donc  réductible;!  la  forme  canniuipie. 

Prenons  2/1  ioruips  U,,  ....  Us»  linéaires  en   Uici),    ti(a\ 


,(«-!) 


(a),  u(b),  ....  »'"    "  (b  )  et  indépendantes 


L'i    =      a,    u(a') -i- a.'^  u'(a) -h. .  .- 
-h?,    "(b)-t-  |i'i  u'(b)^...- 


:«-i  1  ,/  «— 1) 


u"-i'(b}, 


U2,,  =       a.2„  « (  rt  I  -T- -T-  x," 

-Hp,„K(6)  + H-^;/;r'  «''-"(^). 

Les  U/,  étant  choisies  indépendantes,  enlrainenl  que  2  11  formes 
\',.  ...,  Vo„  linéaires  en  v(a),  v'{a).  ...,  c("-"(a),  l'iT/).  f'(6),  .... 
r'"~''(6),  et  linéairement  indépendantes,  se  trouvent  déterminées 


<:iiAi>nii>:  ii. 


|i;ii   le  clioix  lie-  L,  Cl  suai  U'lle>  (|u  nii  ,iil 

I  mil   ii-(  I  ii-^ii  Ile  (Ils  |ii'ii|iii>il  luiis   rc'l.il  i\  ('s  .111  \  lufiiii'-  «iiiiDllKllie- 
ciilC  nuu>  avons  il('|à  r.i|)|>cl(-»v«. 

J>ii  Idriimlc  <lc  (iieeii  >"riTit  cloni' 


Cii 


il  une  iiilinit('  ili'  iiiniiniv^.  |iiiim[ii  un  |)(miI  i  li()i>ir  les  L/ 1 L  j,, 

aiiulraireinciil .  à  Cdiitlil  nui  loiilelois  (|iir  ii--   Iuiiik's  soiciil   iiidi'- 
lifndaulfs. 

Il  psi  alofs  ais(''  (le  tl(''liiiir  li'   s\>liiiii'  ailhiial  an  s\>lc-iiic 


(■-••) 


L(»)  =  o, 

U,(«  )  =  i>         ('  =  I,  •'.,  ....  ni) 


les  U,-(m)  l'Iinil  ili-  la   Icirinc  lialiilncllc 
i;,(  II)  =  %,■  u(ft)  -+-  ■x'jii'(a)  -(-.  .  . 

(/.  b  snni  lieux  poials  di-   l'inlris  allr    \.  H.    Non»  sii|)|)i)sons,  liien 

inicailii.    Il-  linino  1,1^/1 L  ,„  i /m    Imli-pendanlcs    relative- 

I  lie  ni  aux  varlahli's  tt(u  ) »"'~"(f»),  u(b) ll"'~^Hb\.\\  e>l 

m'CCssailc  jinui'  cela  (|nc   I  un  ail  m  ^  >, /i . 

Sdil  iliiiu    ///    liirino   (   ,  i  /m LI„,(h);  niin>    leur  u(lioii;non.s 

■Ail        m  Inriiic-.  V,„^,iin.  ....  {-■>„(  n)  Icllcs  que  U|,  l^. V-.„ 

Siiirnl    liniMircnifiil    iii(li|irnilanl(:'s.    Ce   ciiniv   des    L  ,„  ,  i  (  (M 

U.^iii^u)  c>l    |)(jssiljlc   d'uni-  inlinilé   de  laçons.  Avec   ce  clioix  de 

L  i.  LI2 l  j,,.  la  l'i)riiiule  de  (Ireen  (1)  donae  a«  luilres  t'oruics 

\'i.     V2 \  .„     liiK'aires     en     i'(a),     i'' (ct),     r'"-"(rt), 

i'{b),  ....  i''"~''(^)-    Choisissons  les    ■>.  11    -  m    inemn-res    de    ces 
(ormes  ei  loi-niuas  le  .système  dilleicaliel 


M(p)  =  o, 

\  ,(())  =  0        ((■=  1,  •'.,  ...,  -jin  —  m) 


On  I  a|i|ii-llcra  le  s\!il<'/iir  ihl/(ji/il  ilii  sisti'iiie  (•'.)■ 
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l^os  \  I N^H-m  dé[)cmJaiil  dob    V, U»,,,  il  somble   ([lu; 

[c  sysli'rne  i  .i)  n'est,  |)iis  cornplctenienl.  déteriinné  |»insqu'iiii  clian- 
iiemeiil    dans    les    U,„+|,  ...,   (j^.,,   t'iili-amc   un  clKiny;einenl    dans 

les  \  , \  2n_«.-  11  n'en  esl  rien  au   lond,  car  si   l'on  remplace 

les  U„,  +  i.  l' m+-^ L':;,,  par  .l'autres  formes  Li„,_^,,  U,,,^.^ L,„. 

les  \  ^ \^l,,j  délerniin»;s  par  la   t'ornnile  di'  Cn-een,   sonL  lic'cs 

;ui\  \  |.  ....  Vo,,  d'une  façon  simple  que  nous  avons  appris  ii 
déterminer.  En  lenaul  coiu|>le  cjne  dans  la  forme  canonique 
adoph'c  pour  [P('/.  ci|';.  l'ordn;  des  indices  des  V  esl  renversé,  on 

\oit(jue  \\ \  ^,„^,„  sont  donni's   par  des  fornio  linéaires  en 

Ni.N'j V-2II   /«  telles  que 

V;-  =  B,  V,  -i-  n,  V.,  ^. .  .-^  H,„_„,  V.,„-„,  ; 

ces  formes  sont  indépendantes  en  V,,  V^.,  •.-.  ^ -m  m.  oar  elles 
sont  ind('pendantes  en  r(«),  i''(a),  ...,  i'(^)-  i''(7>i) 

Il  en  résulte  que  les  conditains  \',^o,  ...,  \'^„_,„  =  o  sont 
équivalentes  aux  conditions  \ '^  ;=  o,  ....  \  !,„_„,=  o.  Le  système 
adjoint  esl  donc  essentiellement  le  même  (  '  ). 

Enfin,  si  dans  le  système  proposé  (  a)  on  reHq)lace  les  U,  par 
des  formes  linéaires  indépendantes  en  U,(m).  ....l, ,„(«),  le 
système  (:•>.)  ne  cliani^e  pas  essentiellement.  Un  raiM)nnemenl  tout 
pareil  à  celui  qu'on  vient  de  faire  montre  qu'alors  les  conditions 
du  système  adjoint  \  ,  =  o,  . .  .,  \  .,„„„,=  o  ne  cliangeni  pas  essen- 
tiellement. l3onc,  le  système  adjoint  n'est  pas  altéré. 

De  plus,  la  réciprocité  entre  L(m)  et  M(r)  et  la  symétrie  du 
deuxième  memlire  de  la  l(jrmule  de  Green  par  rapport  aux  di'uv 
groupes  de  variables  U^-  et  V,-  prouvent  que  le  système  adjoint 
à  (3)  est  le  système  i'i).  Il  y  a  réciprocité  entre  un  système  et  son 
adjoint. 

Disons  f[uel([ues  mots  de  l'analogie  algébrique. 


{')  Les  formes  V^„    ,„,  i.  .  . ..  Vo„  .soiil  moins  inloi'cssHiiles  (|Ui;  V,.  . . .,  Vo„  _,„  : 

cependant,  telle!  surces  formes   d'un  cliangemenl  de  V,„^i !';;>,  esl  simple; 

on  a  lie  nouvelles  formes  liées  aux  aneiennes  par  des  formules  lelle-  (|ue 

*  îil    III  ^  i     '  *  2  n~m  4  /  ~î~    *  i     » 
I  étanl   un  enlier  i[uelct>nque  de  ia  suiU:    i.  ■•.   .. 


illAl'ITllK    II 


(2') 


Vu  systt'iiie  ilill'érentiel  (  :>.)  corrcspuiul  un  svslrrne  liomogèiie 
l  «Il  ;i  -•-. .  .-^  "iN  ÇN  —  <>. 

f    «Ml^l  -^.  .  .—  «>!>;>=  o. 


Ou  liiiinei.iil  cju'aii  >jsU'me  adjoiul  [A)  corresjtoiul  le  sjstcnie 
homogène  (.'!')  dont  le  tableau  des  coeHicienls  est  simplement  le 
tableau  ilc  (:'.')  dans  Irqiifl  on  a  |it'riiiiil('  lignes  et  colonnes. 


(3') 


l    «11  ï,i-T-.  .  .-i-  «Ml  r\i  =  O. 
f    «IN'.I -*-■  •  .-+-  «M\T,M=  o. 


I/analoi;ic'  est  |)lus  satislaisanic  ici  que  celle  signalée  pour 
r»'qualion  adjointe  seule. 

Nous  ne  la  poursuivrons  pas,  car  dans  les  démonstrations  ulti'- 
rieures  nous  n'utiliserons  pas  ces  analogies  algi'briques,  nous 
nous  contenterons  de  les  signaler  quand  elles  pourront  suggérer 
des  faits  nouveaux. 


i).  Quelques  propriétés  du  système   adjoint.  —     Pour   abréi;er. 
nous  ne  considérons  que  le  cas  très  inijiortant  où  m  =  //.  On  a 


(>) 


et  son  adioint 


L(m)  =  o 
U„(h;  =  o 


M 


M  (  i'  )  =  o 
V,(^)  =  o 

V„(f)  =  o 


jNoiis  aurons  besoin  du  Iciiime  suivant  : 

Lemme.  —  Soient   «|,  ((■• «a  des  svhilions  ti/ièai  renie  ni 

indépendantes  du  syslènie  (i).  Choisissons,  comme  dans  la 
définition  du  système  adjoint ,  des  Jormes  Li„+i(H),  ....  U2n(u) 
telles  que   l  , [  „,  l  „^.i V 3,,  soient  indépendantes.  Je 
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(Us  alors  que  les  k  systèmes  de  constantes 

l'/H-l(«l),  ••-,  U2h(«i), 
U„-4-i(M2),  ...,  U2„(M2), 
1  •  ■  •  î  ï 

U/i  +  1  («/.•),  ■••,  U;„(K/,), 

sont  linéaiieinent  i m l.èpendanls .  c'est-à-dire  qu'il  est  impos- 
sible de  tromper  des  constantes  Ci,  c«,  ...,  c*  non  toutes  nulles 
et  telles  qu'on  ait 

En  efFet,  si  l'on  pouviiit  trouver  de  (elles  constantes,  cela  vou- 
drait dire  qu dn  aurait 

puisque  les  opérations  U  sont  linéaires. 
Or 

(i  =  c,  «1  ^  ...  -h  f/,  f^i 

est  solution  <le  (i)  et  cette  solution  vérilierait  les  m  conditions 

Ces  a«  formes   Ui,  ...,  L  2,,  étant   indé|ieudantes,  les  équations 
Ui  ^  . . .  =  U2n=  o  admettent  la  seule  solution 

u(a)  =  u(a)=..  .=  (t"'-"(«)  =  ii(b)  =...=  «>«-"( 6)  =  o. 

Donc,  la  sohil  ion 

u  =  Cl  H|  -4-  C':.  «2  ^-   ■  .  -  ■+-  <7,  "/t 

est  identiquement  nulle,  ce  qui  entraînerait,  jiuisqiie  C|.  ...,Ca 
ne  sont  pas  toutes  nulles,  que  «,,  ...,  u/,  ne  sont  pas  linéairement 
indépendiintes.  La  contradiction  démontre  le  leinine. 

Ceci  posé,  remarquons  que.  dans  les  systèmes  algébriques,  si 
l'on  envisage  un  système 

«Il   ;,-!-.  .  .-(-«1,,  È„  =  O, 

et  son  adjoint 

"11    ■f,l-+-..--T-"«l'i«=    11. 

J 

«[«•'■,1---.  ■+  «nn'\n=  ", 
B.  3 
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les  matrices  de  ces  deux  systèmes  étant  les  mêmes  à  une  permu- 
tation près  des  lignes  et  des  colonnes,  leur  rang  est  le  même. 
Comme  le  nombre  des  variables  est  aussi  le  même,  ces  deux  sys- 
tèmes ont  même  indice,  c'est-à-dire  même  nombre  de  solutions 
indépendantes.  Ceci  suggère  le  théoi'ème  suivant  : 

TnÉoKiîME.  —  L'indice  d  un  système  différentiel  homogène  {\) 
est  égal  à  celui  de  son  adjoint  (2). 

L'indice  est  ici  aussi  le  nombre  de  solutions  linéairement  indé- 
pendantes du  système. 

Il  suffit,  si  k  est  l'indice  de  (i),  de  démontrer  que  celui  de  (2) 
est  ^A",  le  théorème  résultera  alors  de  la  réciprocité  entre  (1) 
et  (2). 

Servons-nous  de  la  formule  de  Green 


f 


I, 

\vL(u)  ~  uU{v)]dx  =\5i  \'i„  ~-  U;  V2„_i  H-  .  .  .  -4-  Uo„  V, 


Soit  II  une  soluUuu  du  système  (i),  et  Zt,  z-,,  ■■-,  5«  un  système 
fondamental  de  solutions  de  M((>)  =  o.  En  substituant  «  et  c,-  à  u 
et  r  dans  l'identité  de  Green,  on  a 

j  o  =  U„+,(M)V„(;/)-HU„+.(«)V„_,(z,)-H...-i-U2„(a)V,(-,) 
(  (î  =  i,  '.,  .  ..,  1). 

Ceci  est  un  système  de  n  équations  homogènes  en  U«+((k),  ..., 
[J2„(m).  Il  est  salist'ail  par  les  valeurs  U„+,(m,),  —  U2n(W|), 
Ui  étant  une  solution  quelconque  de  (i).  Soient  //|.  ...,  u/,  k  solu- 
tions linéairement  indépendantes  de  (i),  qui  a  l'indice  k. 

D'après  le  lemme,  les  k  systèmes  de  constantes 

Un+l("<).       ■••'       Uî„(m,)  (£  =  1,9.,...,/.-) 

sont  linéairement  indépendants. 

Le  système  (3)  a  donc  au  moins  /,•  solutions  linéairement  indé- 
pendantes. Son  rang  est  donc  ^  H — /..Or,  son  rang  est  celui  de 
la  matrice 


[V„(;:,)      ...     V,(;:,)      1 
V„(c„)     ...     V,(-«)   J 
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Or,  celle  matrice  est  celle  quil  iaiiL  ioriuer  pour  trouver  l'indice 
du  système  (2).  On  en  conclut  que  le  système  (2)  a  au  moins 
k   solutions    indépendantes,    c'est-à-dire   que    son  indice  est  ^  A". 

Si  l'on  considère  maintenant  un  système  non  homogène,  l'ana- 
logie avec  les  systèmes  algébriques  nous  suggérei'a  quelques 
résultats. 

Soit  le  système 


«/UÏl- 


'  ^ nnZ'i  —  ^ II- 


La  condition  nécessaire  et  suCfisante  pour  qu'il  soit  compatible 
s'exprime  simplement  à  l'aide  des  déterminants  caractéristiques 
de  Rouché.  On  peut  aussi,  sans  introduire  explicitement  ces 
déterminants,  dire  que  la  condition  nécessaire  et  suCtisante  de 
compatibilité  est  que  toute  relation  homogène  qui  relie  les  a  d'une 
même  colonne  dans  le  Tableau  (a,A)  doit  relier  aussi  les  b,  c'est- 
à-dire  que  toute  solution  des  équations 


'Il  «11  -^  O^a»! 


.  .-+-7)„a„i  =  o, 


011  Cil.  ....  •/■,„  sont  les  inconnues,  iloit  vérifier  la  relation 

^ril  -I-  ^o^is-H  ...  -h  b„-r\n  =  o. 

On  voit  comment  s'introduit  naturellement  le  système  adjoint 
au  système  homogène  correspondant  au  système  donné. 

Nous  allons,  pour  le  cas  d'un  système  différentiel  non  homo- 
gène, tirer  une  condition  analogue  de  compatibilité  de  la  formule 
de  Greeiv 

Si  le  système  donné  est 


(4) 


Lia)  =  r, 
V)i{u)  =  -(i  (t  =  I,2, 


n) 


le  système  adjoint  homogène  sera  de  même  par  iltHinition, 

(5) 


M(f  j  =  o, 

V,(i')  =  o         (i  =  1,1,  ..  .,  n) 
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Supposons  que  (4)  ait  une  solution  n.  el  soit  f  une  solution 
quelconque  du  système  adjoint;  substituant  ces  deux  fonctions 
dans  l'identité  de  Green,  il  vient 


(li)  /      rv  dx  =  -,',  N  î„i  1 


in+l(,t';- 


Donc,  toute  solution  du  système  adjoint  doit  vérifier  la  rela- 
tion (GV  C'est  une  condition  nécessaire,  pour  la  compatibilité  ilu 
système  (4)-  On  démontre,  à  l'aide  de  la  formule  de  Green. 
qu'elle  est  aussi  suffisante,  mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  sur 
ce  point  ('). 

10.  Les  équations  quasi-différentielles.  Équations  du  deuxième 
ordre.  —  On  a  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  les  coetfi- 
cients  de  l'expression 

Llu)  =  l„  -J-—  -i- .  . . -t-  /o (t 
a.r" 

avaient  des  dérivées  continues  jusqu'il  un  ordre  marqué  par  leur 
indice,  pour  pouvoir  former  l'expression 

■M(.,  =  f-,y-^"^/"^^-...^/o>-. 

</.r" 

Ne  peut-on  se  borner  à  supposer  >iniplenienl /o- 'i  •  ■•■,/«  con- 
tinus, quitte  à  élargir  la  d(''fiiiiliou  de  l'exjjressiou  adjointe  ? 

Pour  la  généralisation  que  nous  avons  eu  vue.  il  est  plus  simple 
de  considérer  tout  de  suite,  au  lien  de  L(«_),  une  expression 
quasi  din'érentielle  et  de  développer  pour  une  telle  expression  la 
théorie  de  l'expression  adjointe;  le  cas  d'une  expression  dilTéren- 
lielle  L(m),  où  /„.  ....  /„  sont  simplement  continus,  sera  un  cas 
particulier  de  la  lliéorie  précédente. 

i\ous  ne  ferons  qu'esquisser  cette  théorie  pour  une  expression 
quasi-difTérentielle  du  troisième  ordre 

^'v-èhi^''»")^*'"]^''^-*"»"^^^^"' 

si  a^OfUiai^  o. 

(')  Voir  mon  Mrmoire  cilé  au  commencciiieni  do  ce  Chapitre,  où  l'on  trouvera 
aussi  <ie.s  résultats  pour  les  sjslènies  ilillérenliels  où  m  -.-  n.  analogues  à  ceux  que 
nous  avons  signalés  ici  pour  le  cas  où  m  =  n. 
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Nous  appellerons  adjointe  l'expression 

En  formant  cLiu)  —  aM(r),  on  voit  que  cette  expression  est 
égale  à  -7-  P(  it,  i),  où  P(m,  ci  est  une  fonction  linéaire  en 
d  .        ,  d  \       d  .  ,1 

Ces  six  variables  sont  celles  qui,  dans  le  théorème  d'existence 
pour  les  équations  quasi-différentielles,  correspondent  à 

U      II'      u" 


dans  les  équations  dlllerenl  ielles  ordinaires. 

Les  formules  qu'on  obtient  sont  plus  compliquées,  mais  ne  dif- 
fèrent pas  essentiellement  de  celles  obtenues  dans  la  théorie  ordi- 
naire de  l'adjointe.  Avec  quelques  petits  changements,  on  peut 
également  échafauder  une  théorie  du  système  adjoint  parallèle  à 
celle  qu'on  a  déjà  exposée.  On  voit  donc  qu'il  n'est  pas  essentiel 

de  supposer  que  l^,  l .In  dans  L(w)  ont  des  dérivées  jusqu'à 

certains  ordres. 

Une  question  se  pose  à  propos  de  l'équation  adjointe;  nous  ne 
l'éludierons  que  pour  leséquations  du  deuxième  ordre.  Soit 

L(-j4)  =  h_  -T—;-  +  /i  -j;^  -\-  l^ii  =:  r        [  ^o  7=  o  tlaiis  (AB)]. 

L'adjointe  de  L(u)  est 

A  quelles  conditions  l'expression  L(f/)  est-elle  identique 
à  M  ((•)?  On  voit  immédiatement  qu'il  faut  et  il  suffit  que 

/;  =  /,. 
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Lne  expression  différentielle  quelconque  du  deuxième  ordre 
n'est  donc  pas  toujours  s;i  propre  adjointe,  mais  on  peut  la  rendre 
telle,  comme  on  voit,  par  un  calcul  simple,  en  la  multipliant  par 
le  facteur 

Nous  ne  diminuerons  donc  pas  la  généralité  d'une  équation  du 
deuxième  ordre  en  supposant  que  son  premier  membre  est  adjoint 
à  lui-même,  et  en  IV'crivant  sous  la  forme  adoptée  par  Sturm, 


dx  \     dx  ) 


R. 


Cette  lorme  est  même  plus  j<énérale  que  la  forme  ordinaire,  car  K 
pourra  être  supposé  simplement  continu  mais  sans  dérivées,  alors  u" 
n'existera  pas,  u  et  u'  existeront  toujours,  et  cest  en  général 
d'eux  seulement  que  nous  aurons  besoin.  Cest  un  cas  très  simple 
déquation  quasi-dillérentiello. 
Si  donc 


l'ad jointe  est 


L(«)  =  __(Ku')  —  Gii, 


W(r)  =  — (K  v')-Gi', 
V  L(«)  —  u  M(c)  =  -j-[K( iHi'  —  uv'y\ 


identité  valable  même  si  K  n'a  pas  de  dérivée. 
Prenons  ensuite  un  svslciuc  bonini'i'nc' 


!.(«)  = 

i^'^"') 

-Gu 

=  o 

1 

1 

U, 

= 

C| 

!/(a)  -i-  oo 

u(b)-i-a3 

u'(a) 

-t-fli 

u 

(b) 

= 

0 

u. 

= 

6. 

u(a)+  b. 

i/(6)-(-  bs 

u  (a) 

-4-64 

u 

(b) 

= 

0 

La  recherche  du  système  adjoint  se  fait  sans   difficulté.  Indi- 
quons-la brièvement.  On  suppose  bien  entendu  U,  et  Uo  indépen- 


dantes, c'esl-à-dire  le  Tableau 


«.1 


bi 
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de  rang  :•>  ;  posons 

f/,7=  aibj—Ojbj. 

Plusieurs  cas  sont  à  dislineuer  : 

i"  di-x^  o,  on  prend  U3  et.  U.i  arbitraireinenl,  mais  tels  que  U|, 
Uo,  U3,  U.i  soient  indépendantes. 

On  peut  prendre  évidemment  U3=w'(rt),  U4^m'(6),  carie 
déterminant  des  quatre  l'ormes  est  alors  f/jo^  o. 

Ensuite  on  lorme 

f    [v  L(u)  —  "  M(i>)]  dx  =  [K(iv('—  uv")]'i, 
«  (t 

et  l'on  reliait  la  tonne  du  deuxième  membre  à 

U,\\--U,V3-i-U3V,-f-UvV,, 

on  trouve  ainsi 

Vi  =  -^l      K(6)  d,.,  v(b)  +  K(a)d.,  (••'(«)  +  K(è)  rfu  v'{b)l 
"12 

V2=  -i-[—K(")f/i2 '■•'«)+  K(a)rf.,3p'(«)-4-K(6)  rfi3  ('76)1. 
"12 

Pour  \  3  et  V.,,  des  expressions  analogues  mais  plus  simples. 
Alors  le  système  adjoint  est 


Al(i>)=  —(Kl'')  — Gp  =  0 

V,(c)  =  o 
Vo(p)  =  o 


Pour  que  le  système  proposé  soit  son  propre  adjoint,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  conditions  V,  ((')==  o,  Vo(p'):=o  soient  essen- 
tiellement les  mêmes  que  U|  =  o,  U2=o,  ou  autrement  dit 
que  V,  et  Vo  soient  des  combinaisons  linéaires  de  Ui  et  Ua- 
Comme  v[a)  n'entre  pas  dans  V| ,  en  éliminant  u{a)  dans  U|  et  Uo 
et  comparant  à  \  , ,  on  a  une  première  condition  nécessaire.  En 
éliminant  u{b}  entre  U|  et  Uo  et  comparant  à  Vo,  on  a  une 
deuxième  condition  nécessaire.  El  ces  deux  conditions  prises 
ensemble  sont  nécessaires  et  suffisantes.  Elles  se  réduisent  d'ail- 
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leurs  à  l'nniq\ie  condition 

(i)  dt,Kia)  =  d,3K(b). 

2"  Si  (/,o=o,  plusieurs  cas  scronl  ;i  considérer;  mais  on 
retrouve  toujours  la  condition  précédente  pour  que  le  système 
proposé  soit  son  propre  adjoint. 

Quelques  exemples  simples  feront  hien  voir  quelles  circon- 
stances peuvent  se  présenter  dans  la  détermination  de  l'indice 
d'un  système. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  -r-j  +  «  =  o.  Son  intégrale  géné- 
rale est  M  =  A  cosa;  -+-  B  siiiic. 

Si  l'on  prend  les  deux  conditions  ind(''pendantes 

m(o)  —  u(2r.)  =  o, 
u'(o)  —  u'{-iTz)  =  o, 

on  n'apporte  aucune  rotrictionelleclive  à  la  solution.  L  indice  du 
système  est  2  connue  celui  de  l'équaiion. 
Si  nous  prenons 

(Mo)  —   U{2TZ)  =  o, 
u'(o)  -+-  u'(iTz)  =  o, 


la  première  ne  restreint  pas  et  l'on   trouve  que   l'indice  esl    1: 
solution  est  A  coso^. 

Enfin,  si  l'on  prend 

;/(o)  ■+-  tt(i7z)  =  o, 

«'(o)  ■+-  u'(i.T.)  =  o, 
la  seule  solution  esl  it  =:o.  Donc,  l'indice  est  zéro. 


la 


H.  Nombres  caractéristiques.  —  En  Icnninant,  considérons  le 
cas,  qui  se  présentera  souvent  dans  la  suite,  où  les  coefficients  du 
.système 


L(«)  =  o 
Ui(u)  =  o 


(('  =  1,2, 


/!) 


dépendent  d'un  |>araiiiclre /. ;  la  première  question  (|ui  se  pose  est 
de  déterminer  |)ourquelles  valeurs  deXce  système  est  compatible, 
c'est-à-dire  a  des  solutions  non  identiquement  nulles;  c'est  une 
question  moins  |)récise  que  la  détermination  de  l'indice. 
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Si    (/,.  ....  u„  est    un   système    fondameutal   de   soluiions    de 
L(  w)  =  o,  la  condition  de  com|KUil)ilil('!  du  système  est 


Ci) 


U„(u,)     ...     L„iu„) 

Les  coefficients  de  Uj-el  les  solution-.  «,  sont  de:>  fonctions  de )., 
on  a  donc  là  une  équation  en  À 

F  (  ).  1  =  o. 

que  nous  appellerons  f'^Ma<to/i  caractéristique  du  système  dijfé- 
rentiel.  Ses  racines  XijÀo,  ...  seront  les  nombres  caractéris- 
tiques. 

ÏNous  supposerons  que  les  coefficients  du  système  sont  continus 
en  (.T,  À)  et  analytiques  en  X  dans  un  certain  domaine  de  Weier- 
strass,  (î).  Dans  ce  cas,  F(),)  est  une  fonction  analytique 
de  )..  Ses  zéros  sont  alors  isolés  dans  ce  domaine  (avec  peut- 
être  des  points  limites  sur  les  frontières  du  domaine),  sauf  évi- 
demment si  F(X)  était  identiquement  nulle. 

Tout  nombre  caractéristique  A,  rend  le  système  compatible.  Le 
système  a  alors  un  certain  indice  /r,>o,  tandis  cjue  pour  tout 
nombre  non  caractéristique  /■,■  =  o;  /./sera  appelé  indice  de  À,-. 

Ln  nombre  caractéristique  1,  a  un  certain  ordre  de  multipli- 
cité m,-  si  on  le  considère  comme  zéro  de  F(^),)  =  o,  et  cet  ordre 
de  multiplicité  ne  dépend  pas  du  système  fondamental  dont  on 
s'est  servi  pour  former  l'équation  caractéristique  puisqu'un  chan- 
gement de  ce  système  fondamental  a  pour  efiet,  comme  on  le 
constate  facilement,  de  multiplier  le  premier  membre  de  léqua- 
tion  caractéristique  par  une  fonction  de  \  sans  zéro.  Les  mi 
peuvent  d,ifférer  des  Â,,  mais  on  a  toujours 

(on  a  vu  ailleurs  que  ki^ii).  ElTectivcment,  soit  /.  lindice  d'un 
nombre  caractéristique  "a;  montrons  que  ce  nombre  annule 

F'(X;,     ...,     F>''-">(X). 

Cliacune  de  ces  dérivées  est  une  somme  de  déterminants  dont 
chacun  renferme  n  —  A"  -I-  i  lignes  inaltérées  du  déterminant  F  (k), 
les  autres  k  —  i  lignes  pouvant  avoir  été  diflerentiées. 
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Développons  CCS  (Icleniiinanls  par  la  torniule  ilc  Laplace,  en 
prenant  les  iiiiiieurs  loriués  avec  ces  n — k  —  \  lignes,  on  voit 
que  tous  ces  mineurs  sont  nuls.  jHiisque  ce  sonl  des  dclerniinants 
d'ordre  n  —  A" -r  i  issus  du  déteriiiinanl  F(/.j  tjui.  d'après  la  déli- 
nilion  de  l'indice  /•,  est  de  rang  n  —  /  .  On  conclut  donc  que 


Donc  m  ^  /.-. 
Exemple  : 

i"   Soit 


F'(/.:)  =  o,     ...,     F''^-'  ().)  =  o. 


(ix- 


sa  suliiliDU  iiénéralc  est 

u  =  A  cosÀx  -h  B  sinÀar. 

Prenons  les  conditions 

m(— i) —  k(-)-i)  =  o, 
„'(_,)  H- «'(-;- i)  =  o. 

Quel  que  soil  À.  A  cosÀ.r  étant  paire  et  sa  ilérivée  impaire  sera 
solution  du  système.  Donc,  toute  valeur  de  À  sera  caractéristique. 
On  trouve,  en  eiFet, 

F(/.:)=Eo. 

2°    Si  l'iMi  picnait 

d-  a 

^-^ '-"  =  "• 
a(o)  =  o, 

u  [o)  =  o. 

D'après  le  ihéorèinc  d'existence,  la  seule  sidutioii,  quel  que  soit  À, 
est  zéro.  Il  n'y  a  pas  de  noudjre  caractéristique  et  l'on  trouve  elVec- 

tivement 

F(),)  =  i. 

dx- 

«(o)  =  o, 

«(r)=o. 

Les  nombres  caractéristiques  sont  ici  À  =  ±i,  ±  2,  ...,  et  l'on 
voit  facilement  que  leurs  ordres  de  multiplicité  et  leurs   indices 


SOLUTIONS    IIKELI-ES    ET   LEUIIS    ZEUOS. 


CHAPITRE  III. 


LES  SOLUTIONS  REELLES  ET  LEURS  ZEROS 
DANS  LES  CAS  LES  PLUS  SISIPLES  ('). 


12.  Solutions  d'une  seule  équation  invariable.  —  Nous  étudie- 
rons dans  ce  Chapitre  les  résultats  donnés  par  Sturm  dans  son 
premier  Mémoire,  et  certaines  extensions  de  ces  résultais.  Tout 
d'abord,  envisageons  l'équation  différenliellc  homogène 

—7-  (  K  jt'  )  —  G  M  =  G  ; 

si  l'on  suppose  que  ses  coefficients  sont  des  fonctions  continues 
(réelles  ou  complexes)  de  la  variable  réelle  x  dans  l'intervalle 
fermé  A£a;^B,  il  est  aisé  de  voir  que  toute  solution  m,  réelle 
ou  complexe ,  de  cette  équation^  ne  peut  avoir  une  infinité  de 
zéros  dans  (A,  B)  sans  être  identiquement  nulle.  Car  ces  zéros 
admettraient  au  moins  un  point  limite,  c,  dans  A^a;^B;  la  fonc- 
tion u  étant  continue  en  c, 

ll{c)  =  G. 

On  sait  aussi  que  u' {c)  existe;  si  on  la  forme  en  considérant  la 
valeur  de  u  en  c  et  en  un  zéro  de  u{x)  qui  tend  vers  c,  on  cons- 
tate que    - 

u'{c)  ■=  G. 

D'après  notre  théorème  d'existence,  u(^x)  est  donc  identique- 
ment nulle. 

Ceci  s'étend  aux  équations   linéaires   homogènes  d'ordre    /;    à 

(')  Sturji,  Journal  des  Mathématiques,  t.  I,  i836,  p.  loli.  —  Picard,  Traité 
d'Analyse,  l.  III,  Cliap.  VI.  — .Bôciieiî,  Trans.  Amer.  Math.  Soc,  t.  I,  igoo, 
p.  4''t;  t.  II,  Tyoi,  p.  428;  t.  III,  igo2,  p.  196.  —  PicoNE,  Ami.  d.  R.  Sciiola  Nor- 
male sup.  di  Pisa,  t.  XI,  1909,  p.  3. 
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coefficiouts  cdiiiiniis  tians  A'^x^B.  Les  zéros  d'une  solution  ('), 
s"ils  rormaieiU  un  ensemble  infini  dans  (A,  B),  auraient  un  point 
limite  c  au  moins.  En  ce  point, 

«(c)  =  o,  "'(c  )  =  o. 

Mais  ti{x)  étant  continue  ainsi  que  sa  dérivée,  entre  deux  zéros 
de  «  il  y  en  a  au  moins  un  de  u'.  Donc,  ii' (x)  a  une  infinité  de 
zéros  admettant  c  pour  point  limite.  Donc 

a"  (c)  =  o. 

Le  raisonnement  montre  de  proclie  en  proche  que 

t({c)=  it'(c)  =  ...=  u"'-"(c)  =0. 

Donc  M  est  identiquement  nulle. 

Cette  propriété,  que  jiossède  la  fonction  u  d'avoir  un  nombre 
fini  de  zéros  dans  (A,  B),  ne  s'étend  ni  aux  dérivées  u'(x),  u" (x), . . . 
ni  aux  solutions  des  équations  non  homogènes,  comme  on  le  voit 
par  des  exemples  faciles  à  construire. 

11  existe  toutefois  certaines  combinaisons  de  u  et  de  quel- 
ques-unes des  dérivées  successives  u',  u",  ....  qui  ne  peuvent 
avoir  qu'un  nombre  fini  de  zéros. 

Par  exemple,  on  démontre  (-)  que  le  Avronskien  de  /r  solutions 
indépendantes  m,,  ...,  «a  d'une  équation  linéaire  homogène 
d'ordre  n  ^Ic  ne  |)eut  avoir  un  nombre  infini  de  zéros  dans  (A,  B). 

C')nsidérons,  dans  le  cas  (rime  l'qiialiou  du  deuxième  ordre, 

(l)  -T-  (  \\u'  )  —  CjU  =  o, 

des  fonctions  de  la  tonne 

'1>  =  :pi  «  —  o;K  h', 

o,,  cîj  ('tant  deux  fonctions  données  de  X.  A  quelles  conditions  «I> 
n"aura-l-elle  qu'un  nombre  fini  de  zéros  ?  Nous  supposerons,  pour 
simplifier,  que  a,  et  csj  ont  des  dérivées  continues;  il  en  est  alors 
de  même  de  4>. 

C)  Nous  supposons  dans  la  dcmonslralion  que  celte  solution  est  icclle.  Une 
légère  modification  s'appliquera  au  cas  d'une  solution  complexe. 

{■)  Voir  JluUelin  of  thc  American  Matliematical  Society,  t.  VIII,  1901, 
p.  53. 
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On  a 

<l)'  =  (tp,  —  oo  G)«  +  (  'f  1  —  92  K)u' 

en  tcaaiil  comple  de  (i). 

Si  4»  avait  une  infinilé  de  zéros  dans  (A^aî^B),  ces  zéros 
auraioal,  dans  (A,  B),  au  moins  un  point  Inuilc  c.  A  li>rs 

(    *  ((■)  =  o, 
(   tl>  (c  )  =  o. 

Or  en  c,  si    ii    n'est    pas    identupieintMil    nulle,    on    n"a    pas   à 

la  fois 

k(c)  =  o,  u'(c  )  =  o. 

Les  deux  équations  (a)  en  u  (c)  et  «'(c)  on(  donc  un  déter- 
minant nul.  Ce  déterminant  nul  donne  l'égalité 

(3)  k/o',  (D„— o,-i;-t-2i  _Gœ^ 

v  ■   "      K 

K  est  supposé  ^o  dans  (A£a?SB)  pour  ijue  (i)  ait  ses  coel- 
ficienls  continus.  Donc  dans  (3)  on  peut  supprimer  K  et  l'on 
arrive  à  la  conclusion  suivante  : 

«  Si  (Cl,  cpo  sont  des  t'onctiims  de  x  à  ilérivées  continues  telles 
que 

(4)  ;  'fi?»  !  =  <?',  ?2  -  tpi'fo  4-  ^  — (ifi, 

soit  o  dans  un  intervalle  l'ermt-  (A,  B;,  on  est  sur  que  <t>  n'a 
qu'un  nombre  fini  de  zéros  dans  (A,  B)  à  moins  que  ii  ne  soit  iden- 
tiquement nulle  dans  (A,  B).    » 

Premier  théorèivie  de  Sïurm.  —  Considérons  une  équation 
diirérenti'elle  linéaire  homogène  du  deuxième  ordre  à  coefficients 
réels,  la  variable  réelle  x  étant  comprise  dans  l'intervalle  a,  b. 

Si  elle  admet  une  solution  réelle  u,  qui  s'annule  au  moins 
deux  fois  dans  a,  b  et  si  x,,  X2  sont  deux  zéros  consécutifs  de  «(, 
toute  autre  solution  réelle  u-,  indépendante  de  «,  s'annule  une 
fois,  et  une  seule,  entre  x,  et  Xo. 

Il  suffit  évidemment  de  montrer  que  Mo  a  un  zéro  entre  X\  et  x,., 
car  s'il  en  avait  deux,  u,  aurait  un  troisième  zéro  entre  x,  et  x^ 
<[ui  serait  compris  entre  les  deux  zéros  précédents  de  /(■>■  Or  Un  ne 
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peut  s'annuler  en  x,  ou  x^,  car  ii^  serait  alors  le  produit  de  u,  par 

une  constante;  si  a-,  était  partout  yé  o  entre  j:,  et  x-^,  —  serait  une 

//* 

fonction   continue   dans  x,'^x^Xn  qui,   s'annulant  en  x,  et  X2, 
aurait  sa  dérivée  nulle  en  un  point  compris  entre  x,  et  x^. 
Celle  dérivée  est 

«2"i  —  "1  u'.. 


au  facteur  — r  près,   c'est  le  wronskien  des    deux  solutions  indé- 

pendantes  «,,  11-2  el  l'on  sait  qu'il  est  ^  o  dans  (a,  b).  Donc,  nous 
avons  contradiction,  et  par  suite  11-2  a  au  moins  un  zéro  entre  .r, 
et  Xz- 

On  a  vu  quelle  ne  peut  en  avoir  plus  duii.  Nous  pouvons 
résumer  ceci  en  disant  que  les  zéros  des  solutions  réelles  indé- 
pendantes d'une  équation  linéaire  homogène  du  deuxième 
ordre  à  coefficients  réels  se  séparent  mutuellement. 

Citons  l'exemple  de  l'équation 

d-  u 

dont 

;/,  =  COS.T,         «.,  =  sinar 

sont  deux  solutions  indépendantes. 

Les  zéros  de  m,  séparent  bien  ceux  de  Un,  comme  ceux  de  toute 
solution  A  cosa;  +  Bslna;(B^  o)  indépendante  de  u,. 

Envisageons  la  solution  imaginaire  cosa;  +  t  sina;  =  e'^  de 
cette  équalion.  Elle  n'a  pas  de  zéro  dans  l'intervalle  a,  b  de  la 
variable  réelle  x.  Si  x  varie  de  a  à  b,  le  point  u  =  e'^  du  plan  de 
la  variable  complexe  tourne  de  e'"  à  e'*  sur  le  cercle  de  rayon  i 
décrit  autour  de  l'origine  comme  centre.  La  parl.ie  réelle  et  la 
partie  imaginaire  de  e'^,  qui  sont  des  solutions,  oscillent  entre  —  1 
et  +  1 ,  selon  un  mode  connu. 

Ce  cas  particulier  est  typique,  car  envisageons  le  cas  général 

Si  «I  et  H2sonl  deux  solutions  réelles  quelconques,  j<  =  «<,-(- jWo 
représente  la  solution  complexe  la  plus  générale. 
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Si  M|,  Ui  sont  deux  solutions  réelles  indépendantes,  «  ne  sera 
pas  le  produit  d'une  solution  réelle  par  une  constante  com- 
plexe;  nous  l'ajjpellerons  solution  essentiellement  imaginaire. 

Considérons  le  point  dont  les  coordonnées  sont  ;/,.  «2!  il  re])ré- 

sente  u  ^  u,-^  iu>  ;  —  est  le  coefficient  angulaire  de  ou. 
Or 

dx  \  Il ,  /  H  f 

Le  wronskicn  étant  toujours  de  inéme  signe,  puisque  jamais 
nul,  le  vecteur  ou  tourne  toujours  dens  le  méiue  sens  autour  de  o. 
(Si  «I  et  «2  étaient  proportionnels,  u  oscillerait  sur  une  droite 
passant  par  o;  c'est  un  cas  limite  du  précédent,  où  la  Irajectoii'e 
de  u  est  aplatie  suivant  une  droite  passant  par  o.) 
Prenons  deux  solutions  essentiellement  imaginaires 

u  =  ui  -i-  iti.2,         r  =  («3-^  iiii, 

U,,  «2,  «3,  U;  étant  des  solutions  réelles,  </,  et  Ui  sont  linéaire- 
ment indépendantes,  ainsi  que  U3  et  u^. 
Donc  on  a 


Zij  =  a  «1  -t-  P  U-i,  II;  =  Y  "1  - 


ï2 


=  o, 


q 


a,  p,  y,  0  étant  en  outre  réels. 

Dans  le  plan  de  la  variable  complexe  u  on  passe  de  u  à  c  par  la 
substitution  linéaire  précédente  qui  porte  le  nom  à^affinité.  Cette 
transformation  change  les  droites  en  droites  et  multiplie  toutes 
les  aires  par  la  même  quantité  (aS — Py).  En  particulier,  une 
droite  issue  de  l'origine  est  changée  en  une  droite  issue  de  l'ori- 
gine o.  Si  le  rayon  vecteur  ou  fait  un  certain  nombre  de  tours 
autour  de  o,  le  rayon  vecteur  ov  en  fait  un  nombre  égal.  D'une 
façon  plus  précise,  si  l'on  considère  x  comme  le  temps,  et  si  l'on 
cherche  la  vitesse  aréolaire  par  rapport  à  0  du  mobile  qui  repré- 
sente la  solution  h  =  «1  -j-  iu^.,  on  voit  que  cette  vitesse  est 


ds_ 
dx 


=   I/i  «.j   (Inll 


c'est  le  wronskien  des  deux  fonctions  m,,  «2- 

Quand  on  passe  de  la  solution  u  à  la  solution  c,  ce  wronskien 
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est  simplemeiil  iniiltipliii  par  ao —  |j-',  ce  qui  n'a  rien  d'ôtonnaiil 
puisque  les  aires  sont  luules  multipliées  |)ar  ce  nombre.  Eu  parli- 
culier,  si  a  fait  moins  qu'un  demi-tour  autour  de  o.  lorsque  x 
décrit  l'intervalle  (A,  B),  v  fera  moins  qu'un  deiiii-tour  et.  il  en 
résulte  alors  que  dans  (A,  B)  aucune  solution  réelle  (représenl('e 
par  la  projection  sur  ox.  ou  sur  oy  du  vecteur  ou)  ne  |)ourra  s'an- 
nuler plus  d'une  lois.  L'équation  diirérenliellc  l'vi  dite  alors  non 
oscillatoire  dans  l'intervalle  (A,  B).  Nous  reviendrons  ultérieure- 
ment sur  la  question  de  reconnaître  si  une  équation  donnée  est 
oscillatoire  ou  non  dans  un  inlcrvalle  donné. 

Après  ces  brèves  imlicalions  sur  les  solutions  complexes,  reve- 
nons aux  solutions  réelli;s  dune  équation  à  coefficients  réels.  On 
a  vu  que,  si  l'on  considère  <!>  =  »,«  —  »jK.«'.  St.So  ayant  des 
dérivées  continues  iidlcs.  en  outre,  que 

1  ®1  ?î  I  =  t' I  Oo  —  0|  o',  -)-  "tJ-  —  G  (S  ; , 

soit  5zé  o  dans  (A,  B),  cette  expression  '!>  n'a  qu'un  ncnnbre  limllé- 
de  zéros  dans  (A,  B"). 

Prenons  deux  telles  fondions  «l»,  et  <I>2  formées  :  la  première 
avec  une  solution  m,,  la  deuxième  avec  une  solution  «o  indépen- 
dante de  u^  (il,.  Il-,  et  '^|.  'ij  étant  réelles) 

<!>,  =  cp,  «,  —  !io  K  u\ .         «l'a  =  ç,  «2  —  oo  K  « '„         |  tpi  «j  j  j^S  o  ; 

$1  et  <l>j  n'auront  qu'un  nombre  limité  de  zéros  tlans  (A,  B).  Jians 
ces  conditions,  le  premier  théorème  de  Stiirm  sur  les  zéros  des 
deux  solutions  «,.  u  ■,  indépendantes  s'étend  a  ux  zéros  de  $,,  4>^. 
Entre  deux  zéros  consécutifs  de  •t,,  il  y  en  a  un  et  un  seul 
de  *.. 

La  démonstrati(jn  tlonnée  |)oi:r  u,  et  Uy  s'appli(juc  ici  presque 
sans  cbanj;ement. 

On  trouve  de  la  même  manière  que.  si  u  cit  uni'  solution  essen- 
tiellement imaginaire  de  (i),  le  vecteur  qui  représente  la  quan- 
tité to,  M  —  SaKff'  tournera  toujours  dans  le  même  sens  lorsque  x 
augmente  depuis  A  jusqu'à  B  pourvu  que  1  es,,  o^i  ^o- 

On  peut  encore,  sur  ces  expressions  "t,  se  proposer  une  autre 
question. 
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l^renons  une  solution  réelle,  non  itlentiqucmenl  nulle  de 

—r-  f  K  h'  I  —  G  (/  =  o. 
doc 

l'renons  quaiie  lunciions  réelles 

Œ,(f.,,  !,'{;,, 

et  (ornions 

•l>  =  œ,  li  —  çi.j  K  «',         H"  =  il/|  H  —  'i.,  K  a  . 

Peut-on  donner  quelques  résultats  sur  les  zéros  de  <I>  et  de  W  '.' 
Tout  d'abord,  nous  supposerons  que  ees  zéros  sont  en  nombre  fini 
et  pour  cela  que  ]  o,,  -.p.j  j  et   j  A,,  '|>2l  sont  pé  o  diuis  (A,  B). 

Remarquons  ensuite  que  K«'  et  «,  qui  sont  des  formes  particu- 
lières de  <I>  et  *r,  vérifiant  une  équation  homogène  de  Riccali,  c'est- 
à-dire  une  équation  de  la  forme 

on  peut  penser  qu  il  en  est  de  même  de  <I>  et  'F.  Et,  en  etlet,  on  ,i 
identiquement 

/   •!•(<!/,(/  —  ({jjKm')  —  U'(  a,  (<  —  OoK»'  )  =  o 

'  ■*'  ou  bien 

(  (ll,<l)  Ç-lH'JM  —  (ij'ï'l'  —  «2  'I'")Km'  —  o. 

En  diirérentianl  et  tenant  compte  de  l'équation  <jue  vérilie  n. 
on  <i 

(6)  (4i,  *'— <f,  *"-i-4-',  <1>— (f'i  V—  G<}/2'I>-fG92>1')m 

-H  [t}/,*  —  (f  ,»r  —  (4;;  *  —  (f',  W  -h  .j^s*'—  rp,  W)K]  t/  =  u, 

(o)  et  (6)  sont  deux  équations  linéaires  et  homogènes  en  u  et  u' . 
Si  u  n'est^pas  identiquement  nul,  on  n'a  pas  à  la  fois  en  un  poini 
M  =  o,  M'=ro;  donc  le  déterminant  de  ces  deux  équalions  est 
identiquement  nul.  (]cci  fournil  une  équalion  Iiomogèiie  de 
Hiccali  pour  <l>  et  1'" 

(7)     (?i"l'î—  !5.,4',)(<i>'v  — <i>ir)-i-  )  ifi-\«  1  'i>2 

—   ¥2'l''i  —  ?':'h-i-?'i  +!—  <pi')''2+  •'•nr^~  '■îG?2't'2  *'k+  ;  »ia.,;>r-=  ,>. 

Pour  que  celte  équation  soit  régulière  dans  (A,B)onvoil  qu'une 
B.  4 


ÏO  CIIAl'ITIll-;    III. 

conclilion  nécessaire  est  que 

çii!'.  — 'fî'l'i  ?^  o         dans         (  A.  B  ). 

Si  celte  condition  est  réalisée,  «P  et  T  ne  pourronl  s'aniuiler  au 
inèine  point,  car  cp,  io  —  oj-i,  étant  le  déterminant  des  deux  équa- 
tions en  u  et  Km',  4>=:o,  'F^o,  on  aurait  en  ce  point  m  =  o, 
«'?=  G,  ce  qui  est  absurde. 

Avant  de  passer  à  l'élude  des  zéros  de<I>  ct^l",  remarquons  (juen 
un  point  où  <I>  s'annule,  W  n'étant  pas  nul,  on  a  d'après  (7) 

(,)  <^.  = i;2i^M- 

et  de  même,  en  un  point  où  y»"  =  o,  on  a 

(II)  ,r=4Mi!    .,, 

Ceci  posé,  on  peut  montrer  que  :  entre  deux  zéros  consécutifs 
de  *,  il  y  a  un  zéro  et  un  seul  de  W^  et  réciproquement. 

En  effet,  tout  d'abord  dans  tout  segment  de  (A,  B)  où  V^rt, 
$  ne  peut  s'annuler  |)lus  d'une  fois.  En  elTet,  si  <I>  s'annulait  au 
moins  deux  fois,  en  deux  points  consécutifs  x,,  x^  d'après  (I), 
<t'  aurait  même  signe  puisque  ni  *F.  ni  csidi^ — '-So'ii  ne  s'an- 
nulent. Ceci  est  évidemment  impossible. 

Réciproquement,  dans  tout  segment  où  <P  reste  ^  o,  y'"  ne  peut 
s'annuler  ])lus  d'une  fois. 

Supposons  maintenant  que  <I>  admette  plusieurs  zéros  dans(A,  B), 
soient  a? I,  .2^2  deux  tels  zéros  consécutifs.  ^V  s'annule  au  moins  une 
fois  entre  .r,  el  x-^-,  car  dans  le  cas  contraire  l'intervalle  .r,,  x-, 
serait  compris  dans  un  intervalle  un  peu  plus  grand  où  W  serait 
diff'érent  de  zéro,  et  dans  cet  intervalle  $  ne  pourrait  avoir  deux 
zéros.  Donc  *F  a  au  moins  un  zéro  entre  x^  et  x-^  et,  d'après  un 
raisonnement  connu,  il  n'en  a  qu'un. 

Voilà  donc  un  cas  : 

(tans  (A,  B),         Çi't'î — °2'l'i,^o,         )^i02;=fo,  ;J/|62!^o 

où  les  zéros  de  <1>,  W  se  séparent. 

Ce  théorème  n'a  pas  de  sens  si  ni  <I>  ni  T  n'ont  |)lus  d'un  zéro 
dans  (A,  B). 
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\  oici  un  cas  où  cette  circonstance  se  [U'odiiil  : 

Théorkme.  —  Si  aux  concluions 
dans  (A,  B),         fi'l'?-  —  fi'^i^o,         )o,-j52iF^o,         ;i,ij/,  j^o 

on  ajoute  la  condition  que  ]  a,f-,',  et  l'I^'l^-,]  soient  de  signes 
contraires,  ni  <I>  ni  W  ne  peuvent  s'annuler  plus  d'une  Jois 
dans  (A,  B),  et  de  plus,  si  l'une  de  ces  fonctions  s'annule  une 
/ois,  l'autre  ne  s'annulera  pas. 

Autrement  dit,  considérons  le  produit  (PW;  ses  zéi'os  sont 
ceux  de  $  et  de  W.  D'après  le  théorème  démontré  ci-dessus,  deux 
zéros  consécutifs  de  ce  produit  sont,  l'un,  zéro  de  $,  l'autre,  zéro 
de  T.  Le  théorème  actuel  dit  que,  dans  les  conditions  précédentes, 
le  produit  ^W  n'a  qu'un  zéro  dans  (A,  B). 

En  efTet,  s'il  en  avait  plusieurs,  en  considérant  deux  zéros 
consécutifs,  l'un  appartiendrait  à  «I>  et  l'autre  à  *I'';  nous  allons 
montrer  qu'en  ces  points  la  dérivée 

4-(*'F)  =  *'»!•  +  <I>W' 
d.T 

a  le  même  signe.  Cette  contradiction  démontrera  notre  théorème. 
Pour  le  premier  zéro,  l'expression -7- ($<F)  prend,  d'après  (I),  la 

valeur 

—  1  «1  '■o->  ! 
'■'■-'    ^\'-- 

9i  ^2  —  '^■l'ki 
et  pour  le  zéro  consécutif  sa  valeur  est,  d'après  (H), 


0,0/2—  (pol(/, 

Ces  deux  valeurs  sont  de  même  signe  puisque 

!  (pi<f2  j   X  j  '|'i4'2  I   <  O.  C.Q.F.D. 

Application.  —  Si  l  on  prend  A,  =  i ,  ij  :^  o,  on  aW^=  «,  et 
nous  obtenons  le  résultat  suivant  : 

I    S'il  existe  une  fonction  es,  à  dérivée  continue,  telle  que 

o'-t-Ç-G<o, 
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ni  une  suliiiion  ii  non  i(]entiquenienl  zéro  de  r('-<|ti>iliiin 

-^—(Kii't  —  G«  =  o        où        K  >  o. 

ni   la  fonction  oh  —  Kii'  ne  peuvent  avoir  plus  il'un  zéro   dans 
(A.  H).  ,, 

L'équation  est  donc  non  oscillaloire. 

En  donnant  à  o  des  formes  particulières,  on  a  diverses  condi- 
tions suffisantes  pour  qu'une  équation  soit  non  oscillatoire.  Citons 
la  condition  G  >  o  qu'on  obtient  en  faisant  ts  =  <>  et  qui  est  bien 
connue.  JNous  retrouverons  plus  loin  ces  conditions  de  noi!-o-;ii!- 
lation. 

13.  Effet  produit  sur  les  solutions  par  un  changement  des 
coefflcients  de  l'équation.  —  Après  avoirainsi  étendu  dans  di\ci->cs 
directions  les  propriétés  des  zéros  des  solutions  réelles,  revenons 
à  ces  zéros  eux-mêmes,  pour  étudier  l'cITel  que  produit  sur  eux  un 
changement  des  fonctions  G  ou  K. 

Laissons  d'abord  K  invariable.  Alors  toute  diminution  de  G 
augmente  la  rapidité  d'oscillation  des  solutions  de  Véquation . 
La  démonstration  va  ('claircir  le  sens  de  cet  énoncé. 

Considérons  «,  solution  de 


et  ?/..  solution  de 


-— (K«',  )  — Gi  «1  =  o 
ax 


-^{\\ii'.)—G,Ui  =  o. 


Go  est  supposé  <G,  el  ni  m,  ni  Wo  ne  sont  identiquement 
nulles.  En  combinant  les  deux  équations  précédentes  multipliées 
jiar  (/.,  et  --  W(,  on  a 

—  [K((/'|  I/o—  «,(/;)]  =(Gi  —  Gi)uxiu\ 
d'où,  par  intégration, 

™  .l'a 

(i)  [K(h'|  «»  -  "ih',)];;  =   /       (Cl— Go)(f|(/2<^.r. 
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(JiUte  tanniile,  donnée  pur  Stunii,  peut  être  considérée  comme 
un  cas  particulier  de  la  formule  de  Green. 

Siijiposons  que  «i  ait  plusieurs  zéros  dans  (A,  B)  et  soient  a?,,  x-, 
deux  de  ses  zéros  consécutifs.  Dire  que  u^  oscille  plus  vite  que  u, 
c'est,  dire  que  toute  solution  W2  f'e  la  deuxième  équation  a  au  moins 
un  zéro  entre  a?,  et  x^  distinct  de  a?,  et  x^- 

Effectivement,  si  cela  n'était  pas,  on  pourrait  supposer  m, 
et  «2  po-iitifs  entre  x,  et  x^.  Alors  G,  —  Go  étant  >  o,  l'intégrale 
dans  la  formule  précédente  serait  >  o. 

Or,  en  x,  et  x^^  u,  =  o,  u[  est  >o  en  a^f  et  <  o  en  x,  et  non 
pas  =;  o  ])uisque  «i  n'est  pas  ^  o.  Donc  le  [premier  membre  de  la 
formule  précédente  est  <o;  ce  fait  est  contradictoire  avec  le 
résultat  précédeni .  Donc  «^  s'annule  au  moins   une  fois  entre  j?, 

cl    X-,. 

Le  terme,  oscillation  plus  rapide  de  U2,  s'explique  très  bien, 
car  si  1  on  considère  une  solution  /<,  de  la  première  et  une  solu- 
tion «2  de  la  tieuxième  équation  qui  s'annulent  toutes  deux  en  x, 
le  zéro  de  u-,  qui  suit  a?  se  présentera  avant  le  zéro  suivant  de  Uj, 
en  sorte  que  la  demi-oscillation  de  iin  est  plus  rapide  que  celle 
de  II, . 

.Sup|)osons  maintenant  que  K  et  G  cbangent.  Considérons  les 
deux  l'qnations 

d      .     ,  ,  d      . 

-z—  i  Kl  II',  )  —  G  w/i  =  o,  — —  (  K.,  KÎ,  )  —  G>  lu  =  o, 

dx  '  '  fl.r       -     -  '  -    ' 

où 

G|  >  Go,         K,  >  K2>  o. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  diminution  de  K  et  de  G  produit  une 
oscillation  plus  rapide  des  solutions,  autrement  dit  :  entre 
deux  zéroi  consécutifs  d'une  solution  quiconque  u,  de  la  pre- 
mière, il  y  a  au  moins  un  zéro  de  toute  solution  u^  de  la 
deuxième  équation. 

ÎVfius  donnerons  de  ce  fait  une  démonstration  basée  sur  une  for- 
mule de  Sturm,  modifiée  par  M.  Picone. 

Des  identités 

-y-  (Kl  «2«', )  =  H.;  -^(K|  Kj;  -H  Kl  «'„  "1  =  G|  "1  ^^o-^-  lvi  u'.,  u\ 
et 

-j—  (  K.2  if  1  u',  )  =  Go  îf|  «2  -f-  K2  «2  M  1 
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on  déduit 

-j—  (  Kl  Hj// 1  —  KjHi  (/'«  )  =  (Gi  —  Go)^!  H«-+-  (  Kl  —  K;  );/',  ."'.. 

Celte  formule  a  été  donnée  par  Stunn  cl  généralise  imuiédiale- 
menl  le  cas  que  nous  avons  traité  plus  haut  où  K|  =  Ko.  Mais  le 
raisonnement  que  nous  avons  fait  pour  K,  =  Kj  ne  convient  plus 
ici  à  cause  de  la  présence  du  facteur  u\  ii\;  un  établit  alors  la 
foriiuilc  suixante 


3—     —  (K,«.,  h'i  —  KoHiIi'j  )       =  —1  [(_G,— Go)  «1  «.-:-(  K,—  K2)u',  «'.] 

- ( Kl  Ui  II',  —  Kj  Ui  a'. ), 


dx  ^    _ 

ti\  II, —  ;<(  Il 


"2 
d'où  Ton  lire  IrIouIiIc  de  .M.  l'icône 


=  (G,-G2)"ï  -r(K,-K2)î<',--HK5  [«;  —  «/;  ^1'- 

Cette  formule  s'applique  évidemment  en  tout  point  où  Mojc^u.  Si 
l'on  suppose  alors  qu'entre  iCi,  x».  zéros  consécutifs  de  «i,  ainsi 
qu'en  Xf  et  x^,  «2  soit  ^  o,  et  qu'on  intègre  les  deux  membres 
de  Xi  liX-y^  puisque  K  ,  et  Kj  sont  >•  o  dans  .r,  x^  ainsi  qucK,  —  Ko 
et  G|  —  Go,  le  deuxième  membre  donne  une  intégrale  positive, 
et  le  premier  membre  donne  une  intégrale  nulle,  la  contradiction 
démontre  le  théorème. 

La  formule  s'applique  encore  si  11.,  s'annule  en  a',  ou  x^  si  en 


un 


"1  1  .„„.  I i„....  "1 


tel  i)oiul   it ,  s'annule  aussi,  car  alors—  tend  vers  la  valeur —J 
1  '  //.  II.. 


u:. 


qui  est  bien  déterminée  ('),  puisque  Uj  n'étant  pas  identiquement 
nul,  u'.,  n'est  pas  nul.  Le  premier  membre  donne  alors  dans  l'inté- 
gration entre  Xi  et  x^  une  quantité  bien  déterminée  ainsi  que  le 
troisième  ternie  du  deuxième  membre,  et  l'intégration  encore  cor- 
recte prouve  l'cxactiludc  de  notre  théorème. 
On  peut  encore  l'étendre  au  cas  oi\  \\n\  a 

Gs=  Gi,        Kj^  Kl, 


(')  Quuiul  x  lenj  vers  .c,  par  valeurs  supcrieurcs  ou   vers  x\  par  ^alcu^s  infé- 
rieures. 
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à  coiidilioii,  l)icu  entendu,  que  l'égalile'n'ait  pas  lieu  en  tous  les 
points  de  l'intervalle  a?,  x^.  Il  y  a  ici,  toutefois,  un  cas  d'excep- 
tion qu'il  convient  de  signaler. 

Nous  nous  sommes  servis  de  l'identit(''  de  Piconc 

["'("f-^-ë)]:: 

=  f   '(G,- Gj)«Jfte-+-  r    '(K,-K,)u\^</3-^  f    'Kj"'"''~"'"''Ydx. 

En  supposant,  dans  AB.  Gi^Go,  K,^K2,  les  signes  d'égalité 
n'ayant  pas  lieu  en  tout  point  deXt  a^ai  nous  avons  dit  qu'engénéral 
le  deuxième  membre  a  une  valeur  positive  non  nulle. 

En  elTet,  si  dans  une  partie  de  l'intervalle  G,  >  Go,  la  première 
intégrale  est  sûrement  positive;  si  dans  XfX^  on  a  G,^G2, 
alors  il  peut  arriver  que  dans  une  partie  de  l'intervalle  X,  X2  on 
ait  K|  —  K2=  o  et  dans  le  reste  u\  =  o,  en  sorte  que  la  deuxième 
intégrale  soit  nulle.  Mais  cela  ne  peut  arriver  que  si 

d 

—r- (Kl  u' )  —  G,  Il  =  0 
ax 

admet  une  solution  constante  mais  non  nulle  dans  cet  intervalle 
partiel,  ce  qui  exigerait  G,  ^  o  dans  celte  partie  de  Xi  x^.  Et  en 
effet  si  G,^o  dans  une  partie  de  Xi  x-^^  il  y  a  mie  solution  «, 
constante  dans  cette  partie.  Evidemment,  si  K  diminue,  cette 
constante  solution  particulière  reste  invariable.  On  pourrait  ainsi 
facilement  construire  un  exemple  où  la  diminution  de  K  n'alté- 
rerait pas  l'oscillation  des  solutions,  ce  qui  ferait  exception  au 
résultat  que  nous  avons  plus  haut. 

Pour  écjirterces  cas  exceptionnels  nous  supposerons  que  l'iden- 
tité G|  ^Gî  ^  o  ne  doit  être  vérifiée  dans  aucune  partie  de  AB('). 

Avec  ces  précautions,  la  diminution  de  G  et  de  K  produit  bien 
une  oscillation  plus  rapide  des  solutions,  comme  nous  l'avons 
ilil  plus  liant. 

.ipplicatioii.  —  (^e  théorème  permet  de  comparer  les  solutions 
de   deux  équations  dillerentielles  dont  les   coefficients  ont  entre 

(')  Des  rcsiriclions  bien  moindres  seraient  sullisantes  ici. 
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iiix  des  relalions    simples.   ]in  purliculicr  ou    pcul  (Icdiiire   des 
fondilions  pour  qu'une  éqiialion  soit  non  uscillaloire. 
Soil  eu  ellet  Téqualion 

(i)  -7- (Km')  —  ('i(/  =  o; 

comme  toujours  K  est  supposé  >  o,  x  étant  compris  dan-.  AH. 
Soient  min  R  et  min  G  le  minimum  de  K  et  celui  do  Ci  dans  l'inier- 
valle  fermé  AB  et  considérons  l'équaiiou 


-r- [i  niin  K  )«' I       (iiiiiiG)H=o 


OU 


,    ,  min  G 

(a)  Il r—r-ll  ^  «. 

mil)  K 

(2)  s'intégre  de  suite;. 

mini; 

Si  uiin("i>"0,  on  a  la  solution  ex|)oaoatlelle  e  """  "  ,  c'est  une 
solution  réelle  toujours  ^  o  dans  \B.  Donc  (1)  n'a  pas  de  sol  11  lion 
s'aiiniilanl  deu\  fois.  11  eu  est  de  même  si  min  G  ^=0. 

Si  donc  G  est  partout  ^o,  l'équation  (1)   est  non  oscillatoire. 

Si  uiinG  <;o,  les  deux  solutions  fiindamentales  de  (a)  sont 


.  /       min  G 

et 


/     /       ininG      \ 

\V'  1111  II  K         ' 


Elles  oscillent  :  cependant  ou  peut  former  une  solution  de  (':>)  qui 
soit  différente  do  zéro  dans  un  intervalle  ah  de  AB,  à  condition 
c|ue   riulervalle  iiO  soit  inférieur  à 


/  min  G 

\'  min  K 

Si  (loue  on  a 

min  G  - 


min  k     '  1  h 


Tiiquatlon  (1)  est  non  oscillatoire  dans  (th. 


On  a  dune  façon  analogue  comme  condition  certaine  d'oscil- 
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m.ix  G  ^         T.- 


iiiax  K      (  /'  —  a  I- 


ce  qui  implique  luiixd  <"• 

C.etle  condition  suffisante  peut  mémo  s'cLoadro 


m;\\  K      (h  —  a  }- 

toute  solution  de  l'équation  a  au  moins  k  zéros  dans  l'Intervalle 
fermé  a'^x'£b.  Ces  résultats  sont  souvent  utilisés  dans  les  appli- 
cations. 

Signalons,  eu  passant,  un  cas  spécial  cusisaj^é  |)ar  Slunii  el 
Liouville;  c'est  celui  de  l'équation 

— —  (  X  «'  )  +  (  X  .:r  —  / 1  "  =  o, 
ax 

/,  g-,  l  sont  des  fonctions  de  x  continues  dans  l'inlervalle  AL!. 
/'  >  o,  .:/■  >  o,  /  2  o. 

Celte  équation  est  fournie  par  l'élude  du  mouvement  de  la 
chaleur  dans  une  barre  hétérogène,  ou  des  vibrations  simples  des 
cordes  hétérogènes. 

Si  ),  varie,  /.  reste  invariable,  mais  G  =  / — 'kg  varie;  si  "/,  aii^- 
inentc,  (^i  diminue,  les  solutions  oscillent  ])lus  rapidement. 

On  peut  ne  pas  supposer^  >>  o  et  admettre  i/'^o.  Pour  si  mpli  lier, 
amis  nous  bornons  ■ô.g'^o.  La  ciuidition  i-in  louruie"  par  le  pro- 
blème physique  est  superllue,  puisqu'elle  n'intervieni  en  rien 
dans  la  variation  de  G  =  / —  \g. 

Un  autre  cas  envisagé  depuis  Sturm  ])ar  divei>  géomètres,  el 
avec  des  jinéthodes  différentes,  est  celui  m'i  /,  >(i,  />(>,  mais  ofi 
g  change  de  signe  dans  AB. 

On  a  cru  ce  cas  essentiellement  <listin(i  du  |uée<';dent.  Il  n'eu 
est  rien.  Si  nous  divisons  par  1  aI  l'équiilinn  s'('Mrit 


d_/  k     ,',      r  ,     . ,       i  ^  ,     (  -^1    si   x>o 


M  l'on  pose 


-—. —  >  G=  TT — —(s?.nK)sr, 


JS 
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nnvoit  que  rcquatirm  fsl  du  lypf  de  celles  que  nous  avons  l'iudié 
dans  les  précédents  paragraphes. 

1"  SiÂ>o,  À  croissant  G  décroit  en  général  et  K  aussi;  c'est 
le  cas  de  Sturni  où  K  et  G  décroissent.  Si  /^o,  G  ne  varie  pas 
mais  K  décroi't  cerlainenient. 

Donc  les  solutions  oscillent  plus  vite. 

3°  )v<  o,  si  I  a|  croit,  même  résultat. 

Nous  trouvons  donc,  comme  simple  corollaire  des  résultats  de 
Sturm.  les  circonstances  qui  se  produisent  dans  ce  cas  particulier. 

1-i.  Les  théorèmes  de  comparaison.  —  Considérons  le  système 
suivant  qui  comporte  deux  conditions  à  un  point 


-r-  (Km')  —  G  a  =  o 
ax 

u(a)  =  1 
ii'(a)  =  i! 


Avec  la  condition  |  a]  ^-  ja'  |  >  o,  nous  excluons  le  cas  où  la  solu- 
tion «,  qui  est  unique,  serait  identiquement  nulle.  Le  problème 
fondamental  qui  se  pose  est  d'étudier  comment  varient  les  zéros 
de  la  solution  ii.  (/aand  K  et  G  changent. 

Disons  tout  ilabord  un  uiot  d'un  point  de  sue  un  peu  diirérent 
auquel  on  pourrait  se  placer  dans  une  telle  étude.  Si  l'on  considère 
le  système 


7.'  u(a)  —  au'  (a)  =  o 


la  condition  supplémentaire  exprimant  que,  pour  la  valeur  a  de./', 
«  et  «'  sont  proportionnels  à  a  et  a',  les  solutions  de  ce  deuxièiuc 
système  se  déduisent  de  la  solution  du  système  initial  en  la  uiuU 
tipliant  par  une  constante  arliitraire,  ce  qui  ne  cliani^e  rien  à 
ses  zéros;  en  sorte  que  Tc'tude  îles  zéros  des  solutions  du  deuxième 
système  est  identique  à  la  même  étude  faite  pour  le  premier. 
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Considérons  donc  deux  sjslcmes 


>9 


O) 


(2) 


où  nous  supposons  Ki^Ko,  (îi  ^  G^  ;  afin  que  leurs  sulutious  ni- 
soient  pas  identiquement  nulles  nous  supposerons 

De  plus  l'égalité  K,  =  Kj,  (t,  =  (to  n"a  pas  lieu  en  tout  point 
d'une  partie  de  lintervalle  (ib  el  lidentité  Gi  ^  G^  ^  o  ne  doit 
avoir  lieu  dans  auc\ine  partie  tie  cet  intervalle. 

Enfin  sur  les  a  et  a.'  nous  ferons  les  hypothèses  suivantes  : 

r- •           -          1                1             ,                             1            K,  Cn)  jc',  -,  K»(rt  )  a'., 
51  «,  5=  o,  alors  a.,  devra  être  :^  o  el,  tel  que n.-^ > 

^  -  ^^  '  X,  -         a.j 

c  est-a-uire  que —  clnuiniie  eu  passant  de  (i)  a  (2). 

Si  a,  =  o.  nous  ne  faisons  aucune  hvpotlièse  supplémentaire. 
Sous  ces  hypothèses,  .Sturui  (Uahlit  ses  deux  lln'ofèines  de  cmii- 
paraison. 

PuEMIEIt    THÉORÈME    DE  CO  M  PAIiAISO.-y .    Si  Lu  SolutioU     U,    d(f  (  l) 

a  un  certain  nombre  de  zéros  distincts  de  a  dans  l'inter- 
valle ab  {a<^x'S  b j,  la  solution  u-,  aura  au  moins  autant  de 
zéros  dans  cet  intervalle,  et  en  numérotant  x^x-^Xi...  les  zéros 
de  u,  dans  l'ordre  de  grandeur  croissante,  x\x'.,x'.^..,  ceux 
de  Wo  <jn  aura  toujours 

pour  toute  valeur  de  k  correspondant  à  un  zéro  de  u,  et  u-,. 

D'après  un  résultat  obtenu  au  paragraphe  précédent,  on  sait 
que  Un  a  un  zéro  au  moins  entre  x,  et  .ro,  entre  Xn  et  x^^  etc.  Il 
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reste  à  démontrer  que  u-,  a  au  moiii->  un  /(-ro  entre  a  el.T,.  Si  I  nu 

a\all 

«|(«  I  =  I,  r=  o, 

on  serait  sur  que  Wj  a  au  uidius  un  z(-rii  entre  a  et  X\  d'après  les 
n'tsultats  que  nous  venons  de  mentionner. 

.Supposons  donc  a,  jzé  o.  Si  u-,  n'avait  aucun  zéro  entre  a 
et  a;,,  la  f'orinule  de  M.  Picone  entre  ces  limites  donnerait, 
puisque  Uo  (^)?^'^. 

=   f    '(G,-G,)u^,dx-^^f    ' (  K,  -  Ko  )  «■;-  dx-i-  f    '  K.,  ^"''"'~  "'"'■'  dx. 

'Kt  •-'„  •',,  "t' 

I.uik;  au  moins  des  (leii\  pn'iiiii'Tes  intégrales  du  deuxième 
membre  est  >  o  et  ^o. 

Le  crochet  dans  le  [ueiiuer  uiendire  est  =  o  pour  la  limite- 
supérieure  puisque  m,  s'y  annule,  il  est  g;o  pour  la  limite  infé- 
rieure, en  vertu  de  l'iiypotlièse 

K)  {<i)rt\        l\;(  n  j  1.^ 


a,  a^ 

Donc  le  premier  iiieinlirc  r>l  <>.  Le  deuxième  est  sûrement  >  o. 
il  \  a  doue  coutradicl  lou  cl   le  llii'-i>rèiue  est  di'montré. 

Deuxième  TiiÉ(jni:\iK  de  r.o.viPAitAisoN.  —  Sous  /es  inêincs  liypn- 
ihèses,  si  u,  (  b)  ^  o,  et  u-,  (h)  ^  o. 

pour\-u  que  les  solutions  u,  dr  i  i)  et.  u ,  de  (y.)  aient  le  même 
nombre  de  zéros  entre  a  et  h  (cette  restriction  est  ed'ectlve. 
car  U-,  peut  avoir  plus  de  zéros  que  m.  entre  a  et  b). 

I  "  Supposons  d'abord  que  «,  et  u-^  n  aient  aucun  zéro  dans  (ab). 
On  peut  alors  se  servir  de  l'identité  de  M.  Picone,  entre  les 
limites  «et  /'.  Le  deuxième  membre  est  positif;  si  l'on  n'avait  pas 

K|f />)»'•,  (/>)  ^  K.{b)u:.{b) 
Ui(b)        "         u,(b) 


d 

dx 

K  h',1  —  G  «  ^  (1 

«(«)  =  « 

u  {a  )  =  -x 
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le  premier  rnonibrc  serait  iiéi;alil  un  nul  d'apr^s  les  liypollièses 
laites. 

2"  Supposons  que  ;/ ,  el  «^  aient  /(  zéros  entre  n  iM  /;,  soit  x„  le 
tiernier  de  ces  zéros,  cest  sûrement  un  zéro  de  // ,  (  i"'  théorème 
de  comparaison).  On  peut  appliquer  la  formule  de  M.  Picone 
entre  Xn  et  b.  Le  deuxième  membre  est  >■  o.  \a'  erocliel  du  pre- 
mier est  nul  à  la  limite  inlérieure,  il  tant  done.  pour  éviter  tonte 
contradiction,  que  l'inégalité  à  démontrer  soit  vraie. 

\  oiel  quelques  conséquences  des  lliéorèmes  tie  comparaison. 
Soit  le  système 


(3) 


où  K,  (î,  a,  a'  dépendent  du   paramètre  A 

UKia'|>o. 

Supposons  que  A  variant  dans  un  intervalle  A,  k-,  (où  l'on  peut 
avoir  A,  =  —  00  ou  A2  =  +  oo)  K.  et  G  soient  des  fonctions  conti- 
nues de  X  et  A.  Alors  la  solution  u  de  ce  système  et  sa  dérivée  u' 
seront  des  fonctions  continues  de  x  et\. 

i"  Les  zéros  de  u  seront  aussi  des  fonctions  continues  de  X  sauf 
peut-être  ceux  qui  se  trouvent  à  l'une  ou  l'autre  extrémité  de 
l'intervalle  ab.  Il  n'y  a  là  au  fond  autre  chose  que  le  théorème 
classique  sur  la  continuité  des  fonctions  implicites,  puisque  it 
et  u'  ne  sont  jamais  nuls  à  la  fois.  Il  est  vrai  que  nou.s  ne  sommes 

pas  assuré  de  l'existence  de  la  dérivée  -rr,  mais  on  peut  facilement 

donner  la  démonstration  sans  faire  usage  de  cette  dérivée  ('). 

2"  Supposons  que,  X  croissant  de  A,  à  Ao,  K  et  G  décroissent  ou 
restent  constants  pour  chaque  valeur  de  x.  Pour  éviter  le  cas 
d'exception  signalé  plus  haut,  supposons  que,  même  dans  une 
partie  de  l'intervalle  ab,  K  et  G  ne  sont  pas  tous  les  deux  indé- 
pendants de  \  pour  aucune  valeur  de  X,  et  que  si  G  est  indépen- 
dant lie  X  dans  un  tel  intervalle,  il  n'y  doit  pas  être  identiquement 


(')  Voir,  par  exerii[jle  OsGooD,  Fuiiklionenlheorie,  Cliapiire  II,  paragraplie  i. 
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zéro.  Supposons  eiiliii  <|iit>  i.  esl  ou  l)icu  idenliquunieut  zéro,  ou 

hicn  qu'il  ne  .s  liviinouil  nulle  pari  dans  AiAn^ct.  dans  cp  dernier 

K  a! 
cas.  que dccrnîi  ou  reste  conslanl  j)our  cliaque  valeur  de  ),. 

On  déduit  alors  des  théorèmes  de    comparaison  que  les  zéros 

de  II  {X)  vont  en  décroissant  et.  d  autre  part,  fiue -, va  en 

^    '  '  '  «(,«» 

décroissant  lanl  qm;  le  nombre  de  zéros  entre  a  et  b  restera 
constant. 

Il  est  bon.  pour  lixer  les  idées,  de  délinir,  dans  celte  élude,  «les 
zéros  en  fonctions  de  A,  K  et  G  hors  de  l'intervalle  a6,  ce  qui  ne 
change  rien  à  la  nature  i^vi  solutions  dans  l'intervalle  ah.  Ou 
prendra  pour  cela  un  nombre  b'  >  b. 

Pour  a;  >  fc'  on  choisira  K  =  i  ;  entre  b  et  b' ,  K  variera  linéaire- 
ment depuis  K  (6)  jusqu'à  la  valeur  i  ;  K  eslalors  une  fonction  tou- 
jours positive  dans  (a, -(-oo);  a  croissant,  elle  ne  sera  jamais 
croissante. 

De  même,  G  sera  |)ris  égal  à  —  i ,  de  b'  à  -f-  oc,  et  variera  linéai- 
rement entre  b  et  b'  de  G  (6)  jusqu'à  —  i . 

IJans  ces  conditions,  pour  ,i' ^ //  l'c'quation  se  ri'duira  à 

dUi 

-— ^  -H  M  =  o 

a.r- 

dont  les  solution^  londameutales  sont  sin  x  et  cos  x. 

La  solution  u  du  système  proposé  sera  donc  oscillatoire  el  aura 
une  infinité  de  zéros  |)our  .r  >  b' .  A  \arianl,  ces  zéros  seront  des 
fonctions  continues  tle  A. 
On  a  vu  que  si  (  '  ) 

—  iiia^G         k'-T'- 
inaxlv     "  {b  —  a)- 

])i)ur  une  certaine  valeur  de  A,  la  solution  du  système,  étant  solu- 
tion de  l'équation  tliflcrentielle  de  ce  système,  a  au  moins  l\  zéros 
dans  ab.  Si  donc  on  ajoute  aux  hypothèses  la  suivante  :  lorsque  X 

variant  de  A,  à  Ao 

,.       —  iiiaxG 

lirii    — —  =-f-co, 

À  =  ..,    iiiaxK 

(')  N'oublions  pas  qu'ici  max  G  el  max  K  désignent,  /.  étant  fixé,  lo  nia\inuini 
de  G  et  de  K  quand  x  varie  de  a  a  b:  maximums  qui  dépendent  évidemment 
de  \. 
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im  vDii  (jni-  ^i  A  est  pris  assez  voisin  de  Aj  la  solution  aura  autant 
de  zéros  qu'on  voudra  tians  (ah). 

Nous  supposons  dans  ce  qui  suit  ([ue  cette  condition  est  satis- 
faite. 


1,T.  Les   théorèmes    d'oscillation   de    Sturm.  l<'aisons   alors 

varier  ),  de  A|  à  Ao- 

Si  X  part  de  A,  (ou  si  A,A^  esl  uu  Intervalle  ouvert,  d'une 
va l<>ur  arbitrairement  voisiiu;  de  A(),  la  solution  waura  un  nombre  m 
de  zéros  entre  a  eCb,  les  extrémités  a,  b  étant  exclues.  Si  À  croît 
jusqu'à  Ao,  ce  nombre  doit  augmenter  indéfiniment;  donc,  pour 
une  certaine  valeur  ia,„  de  \,  la  solution  u  acquiert  un  nouveau 
zéro  en  A,  ziirn  qui  entrera  dans  «/;  pourX  >  \i-m'y  nu  nouveau  zéro 
se  présentera  en  h  pour  une  valeur  u,„^ ,  >  |jl,„  de  A  et  ainsi  de  suite. 


nous  aurons  une  suite  de  \  alcurs  u,,;,  'j. 


m-f- 1  ' 


. .  ayant  S..,  pour  point 


limite;    A  étant  entre   u,,,   et  \i.m+\'    la  solution  aura  m -\-  i  zéros 

entre  a  et  6;  elle  en  aura  m  +  2  si  "a  est  entre  pi-m+i  et  \J-m+i^  ■  ■  ■■ 

rsi        1  -  •  1  .    .  K(  b)  u'(b) 

Ue  plus,  lorsque  A  varie  entre  [/.,■  et  i>-i+i,  la  quantité  — : — ^-^y — -. 

(pii  est  toujours  décroissante,  doit  nécessairement  décroître  de  H- 2c 
à  — 00  puisque,  en  pi,-  et  a,-^, ,  u  (b)  =  o  sans  que  u' (b)  =  o. 

Ceci  étant  posé,  on  peut  rechercher  pour  quelles  valeurs  de  A 
(nombres  caractéristiques)  le  système 


O) 


dx 


{Ku') 


G  u  =  o 


il' u{a)  —  a  u'['i  )  =  o 


est  compatible;  3  et  ^' sont  tics  louctions  de  /,  telles  que  :  ou 
bien  P^CK  ou  bien  [3  ne  s'évanouit  nulle  part  et  — ,  '  est  une 
fonction  décroissante  de  À. 

La  réponse  est  fournie  par  le  tiiéorème  suivant  : 

TiiiioRÉME.  —  Le  système  précédent  a  une  infinité  de  nombres 
caractéristiques  dans  l'intervalle  A,  Ao.  Le  premier  de  ces 
nombres  peut  être  entre  A]  et  ]j-m-i  niais  on  peut  certaine- 
nienl  affirmer  qu'il  y  en  a  un  exactement  dans  cJiaque  inter- 
valle ([-t,„U.,„^,),  (^m+l  \i-m+2)^   •••■ 


CHAPITRE    III 


En  fll'ol.  si  /  ciuil  dans  un  loi  intervalle  ;jl,jx,.^,.  ii  t-tant  la  >.ilu- 

,      ,  ,  ■       .       ;  1  1  •■         '  I-.-  K(hlll'(b) 

lion  l'Wlu  système   prive  de    la  deuxième   condition,  — -^ 

,  ,  ,        K(6)i'    ,  ,       .V, 

décroit   lie   —  x^  à  — x-   et   par  hypothèse    — ~-  décroît,   donc 

^^ —       '    croît;  il  est  donc  clair  que  pour  une  certaine  valeur  de  À, 

•^  1.  ,     I-    ,       -        ,    1- 

d'ailleurs    unique    entre    ;ji,    et    iji/+i,    on    a   1  etralite,  c  esl-a-dirc 

pu'{b)-i-  P'u{b)  =o;  ceci  suffità  prouver  que  dans  chaque  inter- 
valle u.,a,^.,  il  y  a  une  valeur  unique  de  A  pour  laquelle  le  système 
proposé  est  compatible. 

On  a  supposé  Pjz^o.  Si  Ton  avait  |3^o,  la  deuxième  condition 
se  réduirait  à  u{b)  =  o,  et  ce  seraient  les  a„,,  u.„,+, ....  qui  seraient 
précisément  les  valeurs  caractéristiques. 

D'une  façon  générale,  nous  appellerons  X„,^.,  la  valeur  caracK'- 
ristique  entre  [x„,  et  [a„,+,  ,  ).,„+..  la  valeur  caractéristique  entre  iji,„+, 

et  u,„^.2 et  s'il  y  a  une  valeur  caractéristique  entre  A,  et  !ji„,. 

nous  l'appellerons  /,„.  Il  est  clair,  par  un  raisonnement  tout  ana- 
logue à  celui  que  nous  venons  de  donner,  que  dans  rinler- 
valle  A|  UL,„  il  ne  peut  >    avoir  plus  dune  valeur  caractéristique. 

Nous  appellerons  ?/„,,  «,„+i,  ««1+2,  ...  la  solution  du  système 
pour  les  valeurs  caractéristiques  À„,,  \m+t  •  ■  ■  ■  (nous  disons  la  solu- 
tion, en  négligeant  le  facteur  constant  arbitraire  qui  la  multiplie  1. 

Ces  fonctions  dilTèreiit  par  le  nombre  de  leurs  zéros  entre  a  et  b. 

Unit  *"il  ex.iste,  aura  exacicmeni  m  zéros  entre  a  et  b,  u,n+i  *^u 
aura  m  -\-  1 

Ce  résultat  constitue  un  des  théorèmes  d'oscillation  de  Sturm. 
On  peut  l'énoncer  ainsi  : 

Théorème.  —  Etant  donné  un  nombre  entier  quelconque 
I;  >  m.  il  existe  une  valeur  de  \  et  une  seule  pour  laquelle  le 
système  proposé  admet  une  solution  ayant  exactement  k  zéros 
entre  a  et  b. 

Le  théorème  ci-dessus  est  incomplet  en  ce  sens  qu'il  ne  dit  pas 
si  \m  existe,  et  qu'il  ne  nous  apprend  pas  à  déterminer  m. 

On  peut  aller  plus  loin  avec  des  hypothèses  plus  précises  sur(i 
etK. 


(')  D'après  la  nature  du  système  on  voil  évidemment  que,  si  une  solution  existe, 
on  en  déduit  une  infinité  en  la  multipliant  par  une  constante  arbitraire. 
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Ajciuldiis  :iiix  hypolhcses  ili'jii  l'ailes  la  suiviuile 

/ —  min  G\ 


..        / —  mm  G  \ 
-,,  '  Â,  \    iiiinK    /  ~ 


ininK  esL  par  liy |i.)tliiM-  mJces-sairemenl  >  o.  Donc  iiiiiiCi 
sera  >  o  aux  (Uivirous  de  A, .  Donc  G  sera,  pour  les  valeurs  /,  voi- 
sinesde  A, ,  positif  pour  tonle  valeurdea:  dans  ab.On  saitqu'alors 
lequalion  est  non  oscil  l.iinirc.  Dmii'  |ioMr  X  voisjn  de  A,  louic 
solution  de  Icfpialion,  cl,  (i.  J orlioi'i  du  sysLènie  (\)  n'aura  pas 
plus  d'un  zéro  dans  ab.  Dont'  on  aura  m  ^  o  ou  i. 

PrcM-isons  davanlaiic  :  |>our  nia  nous  coniparons  l'equalion 
(Il  llcrcnl  i(d  le  du  sv-ti"'rn<'  à  la  suisante 

(  ,'  I  -j—  1 1  min  W  )u' \  —  (  min  G)  M  =  o 

(ju 

d-u 

— su  =:   (1 

avec 

III In  G 
m  I  n  K 

Celle  (-(piahon  a<lniel  l('s  solulions  tondanienlales 

CIloisissons  ensnile  un  nomlire  À„  entre  a„,  et  xVn,  et  clierclions 
la  solution  u.,  de  (?()  f|ui  v<''rilic 

(  !  ,1  (  niin  Kn  )  5;'''  À„  i  h,!  «  i  —  (  iiiiii  K  )  x(  Ào)m'j  (n  )  =  o 

où  nous  avons   d»''sii;n<'-  par   l\,,  la    saleiir  de    Iv    pour  Â^A,,.  On 

trouve 

(  min  K)  a{Ào)  i/i  H-  (  min  K„)a'(Xo) 
U2= — i  et'.v  i..--„i 

■).  \/s 

(  min  K  i  a  ()>o)  \/s  —  (min  K„  )  x' i  '/.„)    _ /;|j._„| 
■?.  \/s 

l'aisons  la  comparaison  entre  Mo  qui  vérilie  {2)  et  ('■'>}  el  uiu: 
ronclion  u  vérifiant  dans  le  système  (  i  )  l'équation  et  la  première 
condition. 

Rii  passant  de  ({)  à  (2)  on  a  diminué   les  coeKicienls  de  l'équa- 

li.  ô 
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tion  et  remplacé  la  preiniÏTc  coiuiiliDU  tic  (  i)  par  (.i)  de  façon  que 

— — '—  soit  diminuée.     En  cllel.  le  sysii'-ine  (i)  est  étudié  ici  pour), 

compris  mire  A,  et  a„,,  et  Ao  étant  _>!i.„,,  la  valeui-  de 1  (|ni 

est  fonction  décroissante  de  A,  est  plus  jurande  entre  A|  et  |ji„,  que 

pour  Xq.     On  peut  donc  conclure,  d'après  les  théorèmes  de  compa- 

1      ^  Klb)u'(b)  ,  ,  (minK)Hj(/>) 

raison  de  tjturm,  que  —     , , , — -  e>t  plus  )rrami  que  , , .    — > 

^  u{b)  '  -  ^  "2(0) 

valeur  de  l'expression  précédente  prise  pour  le  système  fa)  (.3). 

Or.  en  nous  servant  de  la  valeur  de  n^.  nous  trouvons  facilement 

que 

(minK)«:.(6) 

>,=A,         «3(0) 

Donc  a  fortiori 


lini 


K{b)u(b) 
u(b) 


^,                                            ,      .                 -           ■      .    1     4     •             K(b)u'(b) 
iMous  avons  celte  conclusioiv  que  K  \ariant  de  A,  a  |j.„, ,  -y- — 

décroît,  sous  nos  hypothèses,  de  -f-oo  à  — oc.  On  en  conclut,  que 
le  système  (i)  a  un  nombre  caractéristique  ).,„  et  un  seul  dan-< 
l'intervalle  A,  [ji,„. 

Déplus,  si  l'on  ol)scrv(î  que  pour  *■  très  i;rand  l'cKprcssion  ii-. 
précédemment  écrite  a  pour  toute  valeur  de  x  dans  {ab)  le  signe 
dea(Xo),  ou,  si  a(Xo)  =  o,  le  signe  de  a'().o^'  on  conclut  que 
m  est  égal  à  zéro,  et  non  à  1 . 

En  résumé  :  si  l'on  envisage  le  système 


(■) 


(K«')- 


G  K  =  o 


dx 

ix' u(a)  —  au'(a)  =  o 


K,  G,  a,  a',  p,  P'  étant  des  fonctions  de  À  {et  les  deux  premières, 

de  X  aussi)  satisfaisant  aux  conditions  déjà  énoncées  ;  si  en 

outre  les  conditions 

,.        / —  maxG\ 

lu»         p—  1    r=-HOC 


/ —  miiiGN 

liiii      .    ■■        =  — 

),=A,  \    mink    / 
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sont  ri'iii plies,  le  système  (  i  )  «  une  infinité  de  nombres  carac- 
téristiques entre  S.^  et  Ao,  )-i),Ài,  ....  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur croissante.  Les  fonctions  caractéristiques  Uo,  W|, .  .  solu- 
tions du  système  (i)  pour  ).  ^=:  Àq,  X,,  ...  ont  entre  a  et  b  un 
nombre  de  zéros  exactement  égal  à  leur  indice. 

Indiquons  un  autre  genre  de  cunditions  qui  condiiil  ;i  des  con- 
clusions analogues. 

Supposons  l'intervalle  A|  S.-,  l'eriné  à  gauclie  (c'est-à-dire  que  A, 
appartient  à  cet  inlei-vallei  et  en  ce  point  A,  supposons 

(min  G)x  =  A,i;o,         (  aot')>-A,^  o,         (P[i')X  =  A,^  o. 

Alors  on  a  m  =  o  et  la  valeur  caractéristique  Àq  existe  à  coup  sûr. 
En  elTet,  envisageons  le  système  auxiliaire 


(il 


dxl\,-\J     J       V),  =  aJ 

a'(  Ai)M(rt  )  —  a(A|  )«'(a)  =  o 


ni i  n  K  ' 


La  notation  |.  _       )  s'explique  aisément.  Si  a:  varie  dans  a^,  K(ar,  a) 

a  un  miniiiiiiiii  (ininK)  qui  est  fonction  de  A.  C'est  la  valeur  en  A, 

1  ,■  .  I  ,    •  /  m  i  n  K  \ 

de  cette  lonction  que  nous  désignons  par  (  ■>  _  .     )• 

Soit  i>2{x)  une  solution  de  ce  système.  Et  soit  i|i.r)  une  solu- 


tion du  système 


(â) 


ilx 


(  K«')  —  Gm  =  o, 


'  o('(Ai)«(n)  —  ■x(\i)u' (a)  =  o. 


OÙ  l'on  a  fait  X=  A|  dans  Iv  et  (i. 

Le  théorème  de   comparaison  dit    que  :  si  t'.,  n'a   pas   de  zéro 
dans  ab,  v,  n'en  aura  pas  a  fortiori.  Si  de  plus  on  montre  que 


(  iniuK)v'.,(b)  ^ 


l'iib) 
le  théorème  de  comparaison  donnera 

K{b)v\{b) 


p,(6) 


Or  on  peut  intégrer  (4^. 


f)8  ciui'iTBi:  m. 

I  -      I  1  .    /  m  i  n  G   V 

r,\iliiniis  un  iiislaiil    le  ('as  un  (  ,        .     I  =  o  ni   iiii-iius 

Va  =  A|/  ' 

(  minG)/.  =  A, 

X  =    : — 

(minK)/i  =  A, 
(«  est  >  Il  el  ;?^  «>),  la  Niijiii  inii  1  _,    i'>l  (liinnéf  par 

l\,(a-)  =  a(\^  »<li  \/s  (  ./•  —  a  )  -i '— — sli  /.<  (x  —  a) 

ctiinitip  le  niDnti'p  un  calcul  déjà  fail   plu-  liaul. 

(  )n  pciii  éviilonmu'nl,  si  (,  _  .    )î^"-  supposer  a  ^o,  a' ^  o  sans 

reslreinilrc  la  i;énéralil('  pniscjue  a  et  a'  n'inlcrvienncnl  fjur  dans 
là  condilion  de  (4*  eM  ï).  i>loi's,  t'a  (  J?)  est  ç  o  ;  comme  de  plus 
y.  cl,  a'  ne  pcuxcut  s.iunuler  en  mi^me  tem])s,  un  conclul  (|ue 
l'a  (a?)  >  ()  dans  ab.  Donc  i'i(jr)  solulion  de  l'équalinn  dill'éren- 
lielle  el  de  la  première  condition  du  système  [\  i  pour). -^  A,  n"a 
pas  de  zéro  dans  ah.  Donc  m  =  o. 

I.l   irii  lalcul  liii'l   ^unpli'  lU'Uilrc  <!<'  -uili'  ipic 

(  min  Wjv'.Jb) 

>  o         et         ^  o. 


C2(  6  1 

On  en  cmirlul 

c,(^  I 


>  "• 


Si  alors  A  croit  <lc  A,  à  l<i  prciuurc  \alcur  '/,„  (|mi  lail  actjiiciir  aux 

solulions  i'  I  .r)  de  ICciiiil  ion  tiiIlcTciiUclle  el  i\c  l.i  pi'emière  con- 

, .   •         I  .  .     W(  b)  v' (i)  \    ,  .  I 

clilioii  ihi  s  ysl  CHIC  I  I  I  un  /.cro  eu  li.  — r-^ —  drci  m  I  la  ijciui  i^   iiiir 

Cl  6)  ' 

,                ....           .,                                         lviA;B' 
valeur  positive  ^  o  |usqu  a      -  x.  ci  coi  urne ^— ^  croil  fw  com- 

mcn<',iiil  pa  I'  une  \  a  leur  iii'i;al  i\  c  (laii>  lc>  un'' iiic^  ci  nul  il  ion-,   il   y  a 

un  iioiiil)i<'  ciiracliTi-l  ifini'  '/.g  du  svstciue  [i  )  ciilic  A,  il  v.„,. 

, ,  I  ■    I      .    /  '"'11  *■  \  11- 

n.iiis  le    Cl-   -jiccial  ou      .         .     )  =  o,  .s  est  :=:  o.  la  solnlioii  c. 

e>l   une  loiiciioii  liiiiMirede  x- — a.  (^n\oil  encore  (pie  Co(^.ri  >  o 

I               ,                     I  min  K  )  >■'.,(  b)  ....  ,     , 

(laii-  ilh.  <•!  que  ,  ,  '  — -  esl  posilil   un    nul.  I  .c  iiiciiic'    raisou- 

ncineni  ipie  pri'ci'denimenl  moiilrc  tpic  //;  =  o  et  ijuc  /.g  existe; 
mais  dans  un  cas  parliciilicr.  /,„  peut  coïncider  avec  A| .  Ceci  ne 
peut  arriver  (jne  si  a'(.\|  ;  =  o.  '■j' (.\,)=z  o,  (}( X,  \,  )  ^  ti.  coiiiinc  mi 
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le  voil  |iiir  (les  calciiU  trôs  simples.  Si  euliii  [i  ('-rail  nul.  a„,  seniil. 
niv'cl-^iinciil   l:i  \a  loui- '/.,„  quf!  nous  ('■liiclioiis. 

En  ifsuiiir.  niO]r/i  1111/1/  /es  (-(iik/i lio/is 

1  iniiiG  |>.  =  A,io.        (2ï')>,=  .\,io,        (;3j5')>,_,.\,s;o, 

//  )•  a  mil-  infinité  de  nombres  caraclrrisliijues  du  sysièine  (  i  ) 
"Aq.  /.,.  ...  datis  i \^i\..,).  auxquels  correspondent  des  fonctions 
cnraclerisli(jues  //„,  M|,  ...  ayant  entre  a  et  h  un  nombre  de. 
zéros  ('ij'iil  n  leuf  indire.  X,,  ne  peut  être  égal  à  .V,  ifue  si  l'on  a. 


G(x.\i)^^o.  a'(.\,)  =  o, 


'(.\,)  =  o. 


JNous  avons  (lit  que  Slui'ni  a\ail  doniK-  îles  cas  |>ai  licnlLers  du 
tlléorème  d'osci  liai  lou.  Il  l'axail  cnonci'  en  paiM  iciil  ler  |)oni-  le 
svstcnic 


d 


-7-1  kii'  )  -i-  (\  s:  —  /)u  =  o 
ax 

a'  u(a)  —  7.  a  (a)  =  o 
li'u(/>)—  ^ti'(t,)  =  0' 


011  les  conditions  ini|>osccs  à  a,  a',  p.  [il'  sont  les  mêmes  que  préeé- 
deinnicnl,  /. ,  g-,  I  étanl.  en  ouU'e,  des  fonctions  de  .r  indépen- 
tlantes  de  A  satisfaisant  aLix  inégalités  /  >  o,  g\>  o  dans  (al/). 

Ici  /.  re>te  in\ aiiahlc.  (î  =  / — X^;-  diiuinnc  sl  a  croit  d(' 
A I  =  —  :c  à  A.j  =  ^  ce. 

Les  coaditious  auv  hornes  ^onl  renqilics:  pai'  e\cni|ilc, 
—  max(i  =  min(' A.;' —  /)  croit  iu(l('liiumenl  si  ),  croit  jusqu'à  -|-30. 
Il  va  donc  |)oMr  >•>■  svsirnic  une  mliniti-  Ac  \alciirs  caractéris- 
tiques croissantes  Aq'  '-i-  ••■  tendant  \ers  —  x.  et  les  fonctions 
caract('rlsl  l<|ues  correspondantes  uni  o,  i ,  2,  .1,  . . .  zéros  dans  (ab). 
Stnrin  ajoute  le-.  ie>lrietions /^  o  (''),'aa'^o,  jâ^'^o  tout  au  moins 
pour  A  =:  o,  qui  lui  sont  imposi'cs  par  le  proiilème  physique  dont 
il  sdcciipe;  ces  conditions,  superllues  pour  le  tluMuème  d'oscilla- 
tion, peiinettent  toiiti'foiN  de  prt'ciser  da\antaf;e  la  position  des 
noiiil)!'!'-    earacli'ri->t  Klnes,   en   allirinaiil    par    e\<'niple    qu  ils    sont 


('  }  t'oLir  èlif  plut-  exact,  les  (uiiiiiliuii>  <ir   Slurm  soul  /      o.  a.  x' .  |i.  ^'  (-laiiL 
itcs  constantes  =0  indépendantes  de  a. 


lAl'lTRF.    IN. 


Ions  positifs.  Eu  cllel.  si  l'un  Loiisidùrc  l'iulciv.illi'  .\|  ;  -  i), 
\-i  =  -h  X  renne  en  A|.  le  deuxième  «(enre  de  condilidiis  ilunnées 
|H)ur  le  ihéorènie  d"oscillalion  est  xalalile  pour  eel  intervalle, 
car  |>ourX=o,  G  =  /  esl  ^o  et  sou  iiiinirnuni  est  ?<>.  Alors  Aq, 
/,,.  . . .  sont  positifs. 

Revenons    sur   un    |)roljIèuu;   doul     uous    avons    préccileniuieut 
parlé^  relatif  à  ri'rpialion 


(«i) 


—  (A-u')-^(l^'-i)"  =  <h 


où  l'on  suppose  l<)U|ours  /•' >  o,  l^a.  mais  où  ^r  clianj^e  de  signe. 
[IjC  cas  où  g'  est  constaïuineul  <<  o  ii  est  pas  essciil  ni  Icinciil  dis- 
tinct de  celui  où  ^'\>  o,  il  siillit  de  chauler  A  en  — A  pour  les 
ramener  !  un  à  laulre.  Enliii  nous  laissons  de  ciUé  le  cas  où  i.'  cou- 
serve  le  même  sif;ue,  mais  pniirrail  s'.inniilçr.  | 

1*0  ur  obtenir,  dans  les  uoii\  elles  li\  poil  lèses,  des  rés  11  liai  ~  pn'rcis 
il  laul  supposer 

Nous  allons  moiilrer  commenl  mi  pciil  laiic  it'iitrrr  ce  cas  par- 
ticulierdans  les  résultais  |ir(''cédents. 

Divisons  les  deux  membres  de  l'ccfiialion  iiniposée  par  | XI  =  c, 
il  vient 


■  /  .1  i  ->- 1    SI  A  : 

i''  S"!!/   I      «  =  0  s;,'iiÂ  = 

'   —  I      si      /.  .'  o  ; 


c'est  une  équation  du  1  \  pr  li.diihicl  à 


K  = 


r.  =  -  —g(sgi\l). 


si  i'  augmente,  K.  cl  (■  dimiiuuiil . 

Voyons  si  — ^ — - —  et  —  ,    '    iliminiiciil  (luaiut  i    ni^mciili;. 
•'  y.  i  '  ■ 

il   ■■      .  I  '  '/.-(rt)a'  I  /(6)^'    ..      . 

1 1  laul  pour  cela  (luc ■ — ■  et tt^-^  iliiuiiuieiil . 

'  '        (■        a  i'        / 

^.    .                                          I              ]•.•                 /■("  )ï'     ,  /.(/'lii'    ,•'    ■ 
bi  donc  nous  im|)osiuis  la   conditiiui  (jiic  ^  cl  — 7; —  tlimi- 

nuent  quand  c  augmente  (cl   il  siiflil   pour  cela   (jiie  7.  ^  diini- 

.\  ■.     ■  1  /■•        Qrji  -.  W(a)%'        K(7»)ji' 

nuenl    ,  on   \oil,  a  cause  de   3:7.0,  'ii    10,  que  el   — -^ 

/  '  --        '   '  '  a  i 

diiiiiuueroiil  aussi. 
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^i()lls  avons  suppcjsé  plii>  liaiil  ([tic 


,.        / —  iiiaxGX 

lini r—       =- 

>  =  \.,  ^     nia\  K    / 


Or  ici  posons  l'inleivallo  A,  ^  o.  A,  =;  +  oo.  Si  c  grandit,  le 
lerino  pnipondérani  ilans  (1  olant  — ff(s^n\),  on  voit  que  ('• 
i;luini;era  de  signe,  si  r  est  assez  grand  ;  donc  niaxG  sera  >  o  et  l'on 
aura  par  suite 


lim 


iiiax  G  \ 
naxK    / 


puisque  uiax  Iv  ^  itiax  -  est  >  o  et  tend  vers  zéro  si  c  tend  vers 
'         '  v 

l' infini.  Le  résultat  trouvé  seinljle  en  contradiction  avec  la  condi- 
tion ci-dessus  rappelée.  11  est  pourtant  facile  de  voir  que  l'essentiel 
<le  la  condition  précédente  pour  le  théorème  d'oscillation  se  trouve 
ici  encore  \érl(ié.  Considérons,  en  ellel,  la  fonction  — j^r  (^sgnX). 
On  peut  trouver  certainement  dans  ah  un  intervalle  a' b'  où  elle 
reste  constamment  négative  [car  —  "■  (sgnÀ)  change  de  >igne 
dans  aO].  Son  maximum  dans  a' b'  est  donc  <  o. 

Piestreignons-nous   à   l'intervalle   a' b'   pour    la    variable  x.  La 
condition  précédente  se  trouvera  remplie  :  on  aura  bien 


,.        / —  maxGX 
lim       =j— 


Si  alors  on  se  ra|ipelle  que  lelte  (;ondilion  nous  a  permis  d'aitlr- 
mer  que  lasoliilion  r,  du  système 

'l   ,,■      f  r- 

-j—  (n.ii  I  —  u  //  =  11.         u  ii(  a  )  —  xii  (a  )  =  o 

pouvait  avoir  (si  A  é'tait  suflisammeni  voisin  de  Aj)  un  nombre  de 
zc'ros  arbitrairement  granil  dans  l'intervalle  ab,  on  voit  qu'ici  le.s 
mêmes  eonclusiims  s'appliquent  à  l'intervalle  a' b'  et  ainsi  a  for- 
liari  à  l'intervalle  ab. 

La  même  observation  peut  se  faire  pour  le  ileuxièine  genre  de 
conditions  indiquées 

(ininG  I)  =.\,- o.         aa'-o,         ]3p'?o. 

V  \iai  dire  l-'  =  o  n'appartient  pas  à  rintei\alle  de  sariation  que 


~>.  ciiM'i nu;  III. 

nous  ;ulincttons  pour  r  piiisiiiic  pour  r  tciul.iiil  \  it>  zéro  la  loiu- 
tioii  K  (le  {-)  tend  vois  l'inliiii. 

Mai^  reprenon--  la  toriiic  luil  i.ilc  i  i)  i  |i(iiir  l,u[iiellc  i  o  iu\ 
cause  iincime  siiij;iilarilé. 

On   peut  en  opcrani    eoinine  prc'céileiiimciil .  comparer   réqun- 

lioii(()l  où    i'  =  (i   cl  la  conilil  ion  a'(o)»  ((/ 1     -  7.{o)u'  1.11  \       o   ii  un 

syslèiiie  analofiue  an  s vsièiiie  (pie  nous  axons  apjjelé  (  \ ).  donl  1  o  sei'a 

I  I       ■  T  •  1     ■  i-,,-        I    •        /       ^         (min  K  )  p'.,  (  i) -., 

Ja  soliil  1011  :  on  ili'dinl  ^,^lls  ihllnii  Ile  c,  (a;)  ^  o.  -r^ ■  r^  o.  on 

passe  lie   là  à  la  soliil  nui  i  ,  (.r  1  de  ((>). 
Alors  : 

1"  Si  )>>•  0,011  a  eiilre  o  el  -  ac  la  >érie  inliiiic  de  \alenr> 
caractéristiques  positives  ),„.  a,.  ...; 

:••."  Si  A  <[  o,   en   posaiil  1    -  >.  <lans    ri'i[iial  mn  1  (>  1.  on    iioinc 

de  nouvelles  valeur^  earactérisi  icpies  dilléreiUes  des  précédenles, 
puisque  (  1  ^_  /     -  /.i,'  cliaiii;e  de  valeur  si  I  on  eliaiis;e  A  eu  -  -  a. 

\oiis  pou \  011s  d(''sif;ner  par  },*,  ),p  . .  .  les  valeurs  (Miraclérisl  iipn-^ 
po>ili\("s  (elle>  \oiil  en  croissaiil  el  leiidenl  \er~  -J-dc).  cl  par 
A„.  A,.  ...  Ir>  \aleiirs  caractéristiques  iit''j;al  ives  (elles  \<>ul  eu 
ilécroissanl  el  lendciU  vers  — ce). 

À^  et  ).„  sont  en  f;énéral    l'une  >•  o  Faiilre  <  o,   el    ni  ruiie  m 

Taiilre  ne  peu!  ('trc  =0  sauf  dan--  le  cas  d'exception  signait'  plu-. 

Iiaiil    où   (1  se   ii'dinl   à  zi'io  pour  A=A,,  a' (.X,  )  =;  o.  ^S'i  Aj  )  — -  o, 

•     .        r       •    •  /  "'(o)  =  0,1 

e  esl-a-(lire  ICI  ponr  /      jo.axcr  '  {'1. 

'  li  (o)  =  o  ^ 

En    iléliiutue,  nous  avon>   encore  dans  le   e.is  où   i>  clianj;e  île 

signe  un  théorème  d'oscillation;  Il  ne  dill'ère  du  tliéorèine  rclalif 

à  i,'  de  signe  invariable  qu'en  ce  que,  pour  chaque  entier,  />•  il  y  a 

deux  valeurs  caracli-risliques.  1^  et  ).^  positive  el  négative  donnant 

au    svslème  (8j    une    >olulioii   pourvue   île   /    zéros    dans    l'inter- 

valii'  (il/. 

!().  Étude  des  valeurs  caractéristiques  au  point  de  vue  de  la 
réalité  et  de  leur  ordre  de  multiplicité.  I)aii>  les  paragraphes 

précédenls    nous   n'avons  l'Iudu'  que   le>    v.ileiirs   caraclérist  iques 

(' )  La  discussion  complète  de  ce  cas.  un  peu  exceptionnel,  ne  prcsenle  aucune 
difdcullr  .srrieiise  pour  la  mclliode  donl  nous  nous  servons,  comme  je  t'indique 
dans  le  liuUelin  de  la  Sociclc  mathématitmc  américaine.  octol>re  iiji4. 
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rt't'lli'-.  I  )i']ii,uulc)as-iiiiii-  niiiiiilciiaiil   ■-  il  en  cm^Ic  il  iiiiiii;ia;ures. 

Il  est  in(lis|i('nsaljle  pour  cela  <le  supposer  (|iie  les  coetlicieuls 
(lu  syslrriif  il  1  llrienl  ici  ('•liidii'  smil  ili'linis  |)i)ur  les  valeurs  iina- 
i;iiiaires  ilr  /.. 

Ndiis  ii'i'l  iiillcrims  il  i-f  pi  nul  ilr  \  ue  que  des  svsièines  ilr  Sliirni  : 

d     ,  ■  , 

(1  )  —  (  /,-(/    I  -^  (  /,,;■  —  /  )  H  =  I), 

(•2)  a'«(>/j  —  a(/.'(a)  =  o  (  a  |  4- |  a' |  >  o, 

(3)  'i'u(b)-^'ii('{h)  =  o         I  ;i|  4- l^'l  >o, 

iii'i  iiiius  siippiiM'i'on-  /.  .  i' .  /  liiiiilKius  lie  ./■  sril  leiurnl  .  a,  a  .    i,  j 
mdr'prnilaïUs  de  /,. 

Suil  1, (.;■,"/,)  la  solulioii  de  i  1  1  ipii  salislail  au\  rondi- 
Lious  (/.(a)-=a.  II' [a  )  =  7.' .  Les  deux  t'oiirl  mus  v,tx,h)cl  (■,(.r,A.) 
siiiil  CDUlinues  eu  1  .r.  A  1  ri  uoii  -.riiliMuenl  aLial  vt  iqiies,  uiais 
(Mil  i('ii>  eu  /.. 

l'onr  que  je  5\  slèiiie  soil  cnuip.il  iidr.  i  I  l'a  ni  et  il  sullil  cpje  f,  (.T,  A) 
\irilic  Li  ciindil  ion  (  0).  Ceci  douue  eoiuuie  ('•qualinu  poiirdelri- 
iiiincT   lr~  unudues  caracléristiques 

(  I  .  [j' c,  I  //.  X  I  -i-  3  r\  I  /;.  ),  I  =  o, 

doul  le  preuiiei-  uieiiibre  esl  une  lonclion  entière  de  A.  CesL  bien 
la  lui'iuc  fV/z/a/j'o/;  caiacti^'ristiqiK'  ipic  nous  donne  la  formule  (1) 
du  parai; ra pi ir  I  I  quanil  on  se  sert  du  svslèuie  i'oudaineut.il  «  ,  -  l'i , 
«2  :=  la  ■-(diilliiu  de  M;  telle  (pie  f/.j(a)  =  Y,  a.,  [a]  ^^  •■■' f  ""  T 
et  "'  -oui  i\c^   rim-lanles  l'I  y."'  —  7.'-'=:  1. 

roui  dalioid.  e\isle-l-il  des  noiuhr-es  (■araeti'ri-.lii[ues  iinai;!- 
naires? 

JMahlissoiis.  avant  de  ix'poiidre.  une  rormule  indispensable. 

Soient  a',  ).  deux  nombres  caraeti'risliques  dislinets,  a,  et  il-^  les 
loM(iii>n-  rai-arli'-risl  upie--  Isolulnm  du  >vst('nie  (1)  (2)  (3)]  corres- 
pondant r-,   I  )'api-r-.  niie  formule  de  Slurni  [lormule  (  1  1.  §  13], 

\/.(u\ii, —  "i"j'|';*T-   /      (À' — 'K"  )f;it,  it-,  dr  =  o. 

Mai-  II,  et   II.;  M'rilianl   les  rondilions  1  •)  1  el  (  Si  il  reste 

{'/.' —  À")    /       .i'«]  «•>  <J.v  =  o 
^11 


74  ciiAi'iTiii:  iir. 

el.  |>uisqne  ),'  ^  /,  . 

/•'■ 

/      f^  (i\  II-,  dx  =  o. 

Cette  foriiHile  e>l  valable  [xiiir  /, ,  ^',  /  fonctions  complexes  de  la 
vari.able  réelle  x^  el  a,  a',  ,3,  ^'  constantes  complexes  quelconques. 

Mais  supposons  les  coefficients  a,  a',  j3,  ^'  réels  ainsi  que  les 
fonctions  Â",  ^',  l. 

Le  premier  membre  de  (\)  est  évidemment  une  foui'tion 
réelle,  si  ),  est  réel.  Donc  ses  racines  sont  2  par  a  conjuguées. 
A  la  racine  imas^inaire  X' =  u -+- l't,  »-■  ^  o  correspondrait  la  ra- 
cine X"  =  [jt  —  t/  et  X'  serait  ^  X". 

Si  à  X'  correspond  la  fnmiion  caractéristique  «(=.<  — ù; 
à  X"  correspondra  la  fonction   imaginaire   conjuf,'uée  «^  =  •'•"  —  t^- 

Appliquant  la  relation  pri''t('denle  à  ces  deux  fondions  (/,  el  iin. 
on  a 

(5)  j     g{s'-^l'^)dx  =  o, 

s  et  t  étant  des  fonctions  réelles  de  X,  non  tous  deux  identique- 
ment nulles  puisque  «,  ne  l'est  |(as,  si  Ton  suppose  j^>o  ou 
exceptionnellement  nul,  on  a  une  conhadlition.  11  n'y  a  donc  pas 
dans  ce  cas  de  valeurs  caraeiiTistlipies  imaginaires.  C'est  un 
ri'sultat  de  Poisson,  el  uou^  n'avons  fait  que  reproduire  sa 
démonstration. 

Lixammoiis  inaiiilcuaiil  le  iIcm\i('miii'  ra>  il(''|à  iiicntiomu'  dau-- 
les  précédents  paragr.ipiies  /.']]>  o,  /^o.  :).%'  dll^.  ^^'£0,  g  cliaii- 
geant  de  signe.  Alors  le  tliéorème  précédent  est  encore  vrai  :  toutes 
les  valeurs  caractéristiques  sont  réelles. 

Soient  en  effet  X'  =  u  -f-  r/  une  valeur  caractéristique  imaginaire, 
supposée  exister;  «,  =  s -4- t ^  la  fonction  correspondante.  Ecri- 
vant que  »,  vérifie  l'équation  (i)  on  a,  en  séparant  la  partie  n'clle 
el   la  i)artie  ima<;inaiic  du  iir-emiei-  ineiiilni-. 


-j-(ks')  -\-(  iig  —  l)s  —  1  i,'l  =  o. 


ix 

—  (/>7')  +  -igs  -¥-  (  <x,ir  —  /)i  ■■ 


On  coiii'liil  de  là  en  mu  II  ipl  lanl   la  jir<'Miière  pai' ,v,  la  ileii\ièuu' 
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par  ty  ajoiihiiil  cl  inU'^raTit 

(C)  [A- («'-H  »')],'; 


.i 


—   /     /.•(i'î-t- ^2)(te-4-  [JL  /     g  {s- -\- e-)  dx  —  I     l{s"--\-r-)dx  =  o. 

Il  est  clair  que  le  deuxième  et  le  quatrième  terme  ne  sont  pas 
positifs,  et  le  troisième  est  nul,  d'après  (5). 

Moyennant  les  hypothèses  aa'^o,  |3^'^o,  on  voit  que  s  et  s' 
ont  même  sig;ne  en  a  d'après  la  condition  (21  ainsi  que  i,  /'  ;  s  et  .v', 
t  et  t'  ont  (les  sig;nes  contraires  en  b. 

Donc 

[/.•(«'-h»')]f;    • 

<;st  une  quantité  i  o. 
D'autre  part 


-.( 


est  bien  ■<  o  et  n'est  pas  nul,  sans  quoi  il  faudrait  que  s'  et  t' ,  et 
par  suite  «', ,  fussent  constannnent  nuls  dans  ah;  donc  que  «,  fût 
une  constante  dilVérente  de  zéro  (pour  n'être  pas  identiquement 

nulle);  ceci  exii;erail 

([j.  +  -ii)g  —  l  =  0, 

c'est-à-dire  vg  ^  o  et  comme  c  ^  o,  g  ^  o. 

Ceci  est  incompatible  avec  l'hypothèse  que  g  change  de  signe. 
Le  premier  membre  de  (6)  serait  donc  bien  négatif,  d'où  la  con- 
tradiction qui  démontre  le  résultat  annoncé. 

Dans  l'élude  des  \aleurs  caractéristiques  deux  que  tions  se 
posent  : 

1°  Quel  es}  pour  une  telle  valeur  V indice  du  système?  — 
On  voit  immédiatement  que.  dans  le  cas  actuel,  l'indice  a  toujours 
la  valeur  1,  puisque  autrement  toute  solution  de  (1)  devrait  vcri- 
lier  (2). 

a"  Quel  est  l'ordre  de  multiplicité  d'une  racine  de  l'éfj  nation 
caractéristique? —  Etablissons  une  formule  pn' liminaire. 
-Si  u  est  une  fonction  caractéristique  on  a 


/ 


giû  dx  ^  o 


7b  rriM'iTiiE  m. 

(siuif  dans  le  cas  ex(c|>tii)iiiicl  oi'i  .;'  cliaui;e  «le  signe,  /^o, 
a'  =  Ji'  =  I).  Cest  un  casque  nous  exclurons  ;  voyez  la  note  vers  la 
liji  lin  |)iirai;ra|)lie  Ici).  Si  ^' >  ",  la  démonstialioii  est  imin<'<liatf. 
Si  i,'  change  de  signe,  soit  A  le  nond)re  caracléi'i>li([uc  auquel 
correspond  la  l'onction  caractéi'isli(|U(!  (/.  En  Miidli|dianl  |iar  ii 
r«'quali(in  dillerenlielle  à  la((uelle  satisfait  //  il  intégrant,  on 
I  n>ii\  ('  la    liii'iiiii  II' 

r"  r''  r'- 

/   /      fuC-  (l.r  =  —  I  /  iiit']';  -+-   /      ki('"-  dx  -H   /      lu'-  dr. 

Lf    |)rcimer   leriiic    à   diniti'    esl     |iiini|iI    ou    /i  tu  eu    xcilii    df* 

relal  Ions 

aa'>o,         fjP'^o. 

I'iii>i|iir  II-  >iTiiiiil  Irriiir  ne  |)ciil  iM  ii'  /l'iii  «|iie  dans  le  cas  d'ex  ce]  >- 

iLiiii  (|iie    nnii-,  a\(in>   i'\i  lu.  un   \i>il  (|Me  A   /      i;ii'-tl.r  est   |insi|il 

'  il 
i|i.i«  iiiili.    \iitir  nu'galili'  i'>l  ainsi  di'iinpiil  ri'c  |)ui>qiic    Ir  iiuiiilirc 

caract(;risti(|ii('  /,  ne  peut  être  =  i>  que  dan-  le  cas  d'exception. 

Ce  résultai  l'Iaiil  é'iahli  il  cs|  laiilc  de  xoir  que.  liors  le  cas 
dexceptioii  >lgiiali-,  loiile  r.iiiiir  dr  l'équaliDii  laiMclérisI  ique  est 
siiiipir. 

Iinvi.sagei)ii-  la  iomliim  riihrri'  de  la  liiniiiilr  i  \). 

V{\)  —  [l'i',(6,  "/.)  -f-  pc,(  b.  ).). 

SiPil  ).,  un   i|  iiel((in([M('  de   ses  zéros,    la    riinclnin   caracliTi-l  iquc 
correspoiidanle  sera  r|(r,A|).  Calculons  I' '  (  Ài  ). 

Coinhiiiaiil  l'équation  (  i)  (jiie  \<'-rilie  i,(.r.À)  avec  celle  que 
\  !■!  ilii-  l'i  (  .r,  A|  I  1111  I  ire.  eu  id  uni  nui  il  /. 

; /■[;',  (3-,  À)p',(.T,  ),,)-  i'',(.r.  ),)r,(j-.  À,  )j  ;i 


/      Cil  ■'■,  '-1  >  'i  (  J".  '■  •  d.r  =  o. 


fi  I  ./■,  A  )  el  l'i  (,»•.),  I  \r  II  lia  ut  la  ciindil  iiin  i  ;<  )  ridai  i\e  au  point  il., 
et  i-|  (.r.À,  I  vériliant  la  cnndition  (>)  relati\fii  A.  cette  «'■galité-  se 
ii'diiil  ,'i 


I     ffv,i.r,l,)v,lx,l)d.r  =  - 


/;(b}v\{b,Xi)  !iiVii  b,  '/.)-¥-  j^i-',!  b.  À) 


',i' 


x-x. 


SOLUTIONS    REKLLICS    ET    I,El  RS    ZKRIIS. 


<  !cii   iMi   Nii|i|iii--aii[  3' ^  (I.  f  Si  ^' =  1 1  ini   lalciil   -frnliliiMc  (Idiuic 
II-  iiH'iiic  l'csM lliil  linul .  1 

Or 

fi'i'iCA,  ).)+  <^v\(l>,  À)  =  1<-(À  I  =  Fi'À)  —  F(>M  ], 

|)iiis(jut'  F(  A,  )        11.  Si  iloric  y,  Icnil   \(;is  a,  ,  li'  ilciixirine   rricnil)r'e 
x.i  Icudr-e  ver-- 

/.-(^)P-,  (6,  Xi  ),,,,, 
ai '    (  Al .) , 


r,!  /.  /,!   \a   liMidrf   luiitoriiK'ineiU   vers   Cil.r.A,!  (|iicl  ([iic  sdil   x 
(liiii--  nh.  IJoiic  le  premier  nienil)rc  Icadia  \cis 

(|iii  esl  ==  11. 

Ou  eu  concliil  i[iic  [-' {'k,)  ^  o.  \oulc  r.iciiic  de  retjuiitioii 
eiiiacteri.sliqiie  est  doue  racine  simple,  sauf  le  cas  d'exception  déjà 
signalé. 


:8 


cMAi'irnE  IV. 


CIIAI'ITUE   IV. 

LES  FONCTIONS  C.\l<\i;TiaUST£QUES  ET  LEURS  ZÉROS 
DANS  QUELQUES  CAS  PLIS  C.ÉNÉRVUX  {'). 


17.  La  réalité  des  nombres  caractéristiques.  —  jNous  im  Ir.n- 
lerons  eu  dctuil  diiii;.  ce  (  iliapilic  que  deux  probli-nics  lv|)i(qm-> 
qui  dépassent  les  i)n)l)lèiucs  di'  .Siuim  iludii-s  chiu?  le  précédenl 
Chapitre.  Nous  cominençuus.  |ioniliiiil,  par  quelques  considéra- 
lions  plus  générales. 

Envisageons  un  svslt'iiic  liiiniom'uc 


I  '  ) 


U,(m)  =  c)         I  j  =  I,  ï /il 


X  ('taul    MU    p.ir.iinrln'    doul    U's    inuclKUis  ^',  /,  /,.  /■, /„    sont 

indépendantes,  ainsi  (lue  !<•>  (■i)('lli(i<'ul>  ccuislanN  qui  ciUifnl  d;ui^ 


1csU/(m.). 

Le  système  ad|oiul  s  rcrir.i 


(v.) 


-T-  m  1  -; h  1  /.  4,'  —  m  ) 

■  =  0 

V,(i')  =  o 

(i  =  1 ,  ?.,  ....  n) 

(')  Mason,  Trans.  Amer.  Afal/i.  Soc.  t.  VII,  igol),  p.  JS;.  —  Rirkiioff.  Trans. 
.Amer.  Math.  Soc,  t.  X.  igoi),  p.  aâg.  —  Klkin,  Math.  Annaleii,  t.  XVIII,  i88i. 
p.  4iy.  —  BôciiEU,  Huit.  Amer.  }fath.  Soc,  l.  IV,  i8yS,  p.  $07  et  3G5:  l.  V,  p.  2a. 
—  RiciiAlîDsox,  Trans.  Amer.  Math.  Soc,  t.  XIII,  1912,  p.  22.  —  Atath.  Annalen, 
I.  LXXIU.  i(|i2.  p.  281).  Li-  n'siillal  prinripal  ilii  para^rapbe  1  de  cd  ailicle  est 
incorrect. 

Pour  les  équations  (iiiriirc  siipirienr,  on  consultera  : 

LiouviLLE,  Journal  de  \rathematif/iics,  I.  III,  iH'SS,  p.  5Gi.  —  Davidoglou, 
Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  t.  XVII,  1900,  p.  Sji);  l.  X.XII,  igoô. 
p.  53y.  —  BiKKiioFi-,  Trans.  Amer.  Math.  Snc,  t.  IX,  1908,  p.  373;  Annats  0/ 
Mathematics,  I.  XII.  191 1,  p.  lo.i.  —  IIautt,  Dissertation,  Wiirzburg,  1911. 
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et  1(111  voit  facilement  que  m,  m /;(„  et  les  cocilicieuts  des  V, 

sont  indépendants  de  A. 

Ces  deux  systèmes  ont,  quel  (jiie  sdii  ).,  int-iiie  indice;  donc  ils 
ont  les  mêmes  nombres  caractéristiques 

Soient  M|,  W21  •••  les  tondions  caractéristiques  du  premier 
système;  l'i,  Cj,  ...  les  fonctions  caractéristiques  correspondantes 
du  deuxième. 

Pour  deux  nombres  caractéristiques  dilï'érents,  par  exemple  A,  .Xj, 
je  dis  que  l'on  a 

1      srtti  r-2  c/x  =  (). 
\ous  utilisons  la  formule  de  (ireen 

f    \vL(u)-uM{i')\dx^  U,V,„ ■+-...+  U.,„V,. 

Soient  Lo(w)  et  Mq(i')  ce  que  deviennent  L((/)  etM(t')  pourX  =  o. 
On  a 

/[i'L(m)  —  «M(c)]</x  =   /      [vLa(u)— uMo(v)]dx. 

Pour  a  =  M,,  (j  =  1^2)  le  deuxième  membre  de  la  formule  de 
(ireen  est  nul  [d'après  les  conditions  aux  limites  de  (  i)  et  (2)],  et 
le  premier  membre  se  réduit  à 

/        [VoLoCui)  —  "|iVIo(l'-.)|(/.'^  =     /       (X.,  — Xi)^M,('.,  rf^F. 

On  a  donc 

.b 

dx  =  o. 


/     ,§'"1 


Si,  en  particulier,  le  système  est  son  propre  adjoint,  i^'i,  c^,  ... 
sont  identiques  à  «1,  u-,,  ...  et  la  formule  se  réduit  à 


I        gUi  II, 


dx  =  o. 


C'est  le  cas  pour  les  systèmes  de  Sliirin  étudic's  au  précédent 
Chapitre,  et  pour  lesquels  la  formule  précédente  a  été  établie 
directement. 


8o 


ciiAPirni:  iv. 


Do  là  on  ili'cliiil.  |iiiiir  1111  svstrine  ililliTcnlicI  réel  (|iii  <•<[  son 
propre  adjoinl.  (]iie  : 

1"  Si^>(i,  Ions  les  ii(iiiil)ic>  (:iu<iili'risli(|iio  >.iiil  n'cls.  (lur 
à  lonlo  valeur  caracl<-risliijiic  "a,  ^=  |j.  ^  ('/(cjz^o)  correspondrait 
A2  =^  u.  —  \'i  c'oaleinenl  cararirTisl  i(|nc,  p|  si  m,  =  .v  - //  mi 
aurait  «.,==*■ —  //.  iFoù 


r 


t-  )  fl.r  =  o. 


qui  ol    iiiipossihic  SI    o  >  o. 

■>."  Si  /mi,  "  (lianueanl  île  si"ue,  nioveiiiianl  (.'erlaincs  condi- 
tiuus  iin[)os(''es  aux  coolticicnls  ili's  l  ,(  11  1.  les  nomliros  caracliTis- 
liques  sont  encore  réels. 

Ces  resliiel  lous  11  l'Iiinnei'oul  jias  lei.  si  l'on  sonj;i-  i|iic.  ynwv  le 
svsièiiic  lie  Shinii  du  (leiixièi udre,  aux  ecinil  il  nuis 


{■^) 


\  a  u(a  \  —  a(t'(a)  =  o. 

'(    fl'(((/»)  -t-  8h'(6)  =  o, 


il  a  fallu  imposer  aa'io,  |i^'i^o  |Miur  iliuuonirer  le  même  ri'Millal. 
l'iuir  ne  pas  coinplifpier  les   uolal  llUl^.   bornons-nous   à   un   >\s- 
lèjue  (lu  deuxième  ludre  (jiii  l'^l  -.un  propre  adjoint.  .Nous  le  jnen- 
(Irons  ^ous  la  lormr 


(4) 


j  a,  Hf  rt  )  ^-  a',  «'(a)  -i-  3|  a(6)  -i-  ^',  //'(  6  )  =  o. 
'   i.-iin  a)-i-  y.'.,  H  ( a)  -+-  3j«(6  )  -t-  fio  11  ib)  =0. 


i\oiisa\(uis  \ii  au  (lliapilrc    II    ipie   c(î   système   esl    son    pio|ire 
ail{oiiit  à  eondil  loii  ipie 

/,-(«)  (  p,  ?'.—  3,8',  )  =  k{b){a,  a.,  -  as»',). 

Dans  (  "i  I.  ou  |ieul  m   ^eiiir.il    ri'duire   les  deux   coiidilioii-  à   la 
forme 

(  !/  (a)  =  •,-,«  1,6)  -H  y',  "'(/•'), 
\   II' (a)  :=  •;., ii{b)  -f-  •;'.,  u' (b ). 


(5) 


Il  u' V  ain  a  il  exeepl  ion  cpie  si  '/,  a', —  a^a'^.el   paiMiile    J|  'j., —  ?a?'i 
elaienl  nuls. 


FONCTIONS   CARACTÉRISTIQUES   ET   LEURS   ZÉROS.  8l 

Mais  alors,  il  osl  clair  que  les  conditions  de  (4)  peuvent,  se 
réduire  à  la  l'orine  de  Sturin  (?>)  en  éliminant  d'abord  les  jj,,  P\, 
,3o,  P'„,  puis  a,,  a',,  a^,  a,. 

On  n'exclut  donc  pas  de  cas  nouveau  en  prenant  les  condi- 
lions  (4)  sous  la  forme  (5).  Alors,  la  condition  pour  que  le  sys- 
lème  soit  son  [)ro|)re  adjoint  est 

(6)  /'■(/')  =  />(«)(T.T2-T2Y',)- 

Pour  démontrer  qui'  les  nombres  caractéristiques  sont  réels, 
nous  déduisons  ((uniiie  pour  les  systèmes  de  Sturin,  au  parn- 
i;raphe  16, 

\/;(ss'^a")]';,—  f    /.{s'-^-hs'ncix—  f    l(s"--^  f)dx  =  o, 

égalité  qui  entraînerait  une  contradiction  si  Ion  avait 

li{a)s(a)sJ^a)  —  l<{b)s{b)s'{b)^o, 
l;{a)  t{a)  t\a)  —  l;(b)  t{b)  l'  {b)io. 

Mais  5  cl  f  satisfaisant  en  a  ni  b  aux.  conditions  (5)  que  vérifie 
toute  fonction  çaraetéri'Stique,  il  suffira  pouravoirla  contradiction 
précédente  que  tiuite  fonction  réelle  m  vérifie 

A-(a)[-,',K(6)--  -;',î/(6)][Yo«(6)  +  7U'(è)]-/.-(6)K(6)«'(6)âo, 

ce  qui  se  réduit  par  la  formule  (())  à 

Y,72"'^6)  -f-  2-,-',  -;,  ii( b)  u' {b) -^ -i^  y'o  m'2(6)^o. 

En  vertu  de  l'inéf^alité  yi^'^  —  T^Yi^o,  qui  est  une  consé- 
quence de  (<i),  i)n  trouve  facilement  que  la  condition  que  cette 
forme  quadratique  en  u{b),  u\b)  soit  définie  et  positive  est 
que  yi,  yj,  y',,  y'j  soient  de  même  signe  (quelques-uns  d'entre  eux 
pouvant  s'annuler)  :  c'est  un  cas  dont  l'importance  a  d'abord  été 
signalée  par  M.  Mason. 

Donc,  si  ces  conditions  de  M.  Mason  sont  vérifiées,  on  aboutit 
à  une  contradiction  en  supposant  l'existence  de  nombres  caracté- 
ristiques imaginaires,  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Un  cas  très  important  est  celui  d'un  système  du  deuxième  ordre 
où  les  conditions  soient 


u  (a)  =  tt  (b) 

II'  (a)  =  u'(b) 


B. 
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La  condition  pour  qu'il  soit  son  propre  adjoint  est 

/cia)  =  /.(b). 

[Si  nous  dc-linissions  A'  comme  fonction  périodique  el  de  pé- 
riode b  —  a,  k{x)  serait  continue  et  positive  pour  toute  valeur 
de  x;  si,  de  la  même  façon,  nous  prenions  g  ci  l  périodiques,  ce 
qui  pourrait  introduire,  dans  un  intervalle  fini  de  variation  de  a;, 
un  nombre  fini  de  discontinuités  pour  ces  deux  fonctions  (mais 
nous  savons  que  ceci  ne  gêne  pas),  les  conditions  que  nous 
\enons  d'écrire  détermineraient  des  solutions  périodiques  et  de 
période  b  —  a  jjour  l'i'qualiou  diirérenlielle.  Cette  parentiièse 
montre  comment  ou  peut  rattacher  ce  que  nous  allons  dire  à  la 
théorie  des  solutions  périoditjues.] 

Les  conditions  de  M.Mason  sont  remplies.  Donc  non  seulement 
si^'>>o,  mais  aussi  si  l^o,  g-  changeant  de  signe,  les  nombres 
caractéristiques  seront  tous  réels.  ]Nous  verrons  dans  la  prochaine 
section  qu'ils  sont  toujours  en  nombre  infini. 

Si,  en  particulier,  on  prend 

,    d-u 
^"^  \   u{o)=u(2t:), 

'     u'(o)  =  ll'(2Tz), 

tous  les  nombres  caractéristiques  sont  réels.  Pour  les  avoir,  on 
prendra  deux  solutions  fondamentales  de  l'équation,  analytiques 
en  À, 

_^i  =  -— sina;  y/X,         j>'5  =  cosa:  v/X. 

v/X 

Les  noml)res  caractéristiques  se  trouvent  très  aisément  par  une 
mi'-thode  directe;  ce  sont 

o,     l\     2=,     3»,     .... 

Si  l'on  forme  l'équation  caractéristique,  on  voit  qu'à  l'exception 
de  zéro,  toutes  les  valeurs  caractéristiques  en  sont  des  racines 
doubles. 

On  voit  aussi  qu'cllfïs  ont  l'indice  2. 

Cet  exemple  montre  que,  dans  les  cas  que  nous  considéron 
iiiiiiutenanl,  ni  les  mulliplieltés  ni  les  indices  des  nombres  carac- 
téristiques ne  sont  nécessairement  égaux  à  i . 
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18.    Les   systèmes   à   conditions   périodiques.    —    Revenons   à 
l'étude  plus  déliiillée  du  systèuie 


(') 


-r-  (  Ku  )  —  G  «  =  o 
dx 

u  (a)  —  m(6)  =  o 
u'  (a)  —  u'(b)  =  o 


à  conditions  périodiques,  et  duns  lequel  nous  supposerons 

K(a)  =  K(6) 

pour  qu'il  soit  son  propre  adjoint. 

Iv  et  G  sont  des  fonctions  de  oc  et  X,  décroissantes  en  X.  Nous 
supposons  en  outre  que  ces  deux  fonctions  satisfont  aux  conditions 
que,  au  Chapitre  III,  nous  leur  avons  imposées,  quand  nous  avons 
appliqué  les  méthodes  de  Sturm  au  système 


d 


(K«'j  —  Gm  =  o 


dx 

a!  u(a)  —  iii' {a)  =  o 
\fu{b)  +  i^u'(b)  =  o 


Prenons  deux  solutions  principales  y, ,  y.^  de  l'équation 

y,(a,  X)  =  o,         y.,(a,l)=  I. 

La  formule  d'Abel  donne 

K(a) 


yir2-  Xî}'!  = 

et  en  particulier,  pour  x  :=  0, 

(2)  ri(.b}r2(b)-Mb)y\(b)  = 


K(x) 

K(a) 
K(6) 


quel  que  soit  À. 

L'équation  caractéristique  est  ici 

I  — jri(6,  X)        —y,{/j,K') 
-y\{b,l)      i-yi^ib,!) 

Elle  se  réduit  à 

F(X)  =7,(6,)0  4-71,(6,  X)-2  =  o 

en  vertu  de  l'identité  (a). 
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A-t-elle  une  infinité  de  racines  réelles  ?  Les  méthodes  de  Slunn 
permettent  <!e  répondre  afriruiali\eiiient. 
Con  idérons.  en  eflet,  le  syslime  auxiliaire 


(3) 


-r-(K(/')  —  Gm=0.  I/(fl)  =  0,  u(h)=:0 


C'est  un  système  de  Sturni.  Il  a  donc  une  infinité  de  nombres 
caractéristiques  [Xj,  [ji,,  jjio.  ••.  auxquels  correspondent  des  fonc- 
tions caractéristiques  ayant  o,  i ,  x.  ...  zéros  dans  (a,  6). 

Pour  ces  valeurs  \xi^  F  ().)  n'est  pas  nul  en  général,  mais  prentl 
une  forme  particulière.  En  eflel,  pour  ces  valeurs,  toute  solution 

de  -T-  (K.«')  —  G«  =  o,  nulle  rn  a,  est  aussi  nulle  en  h.  donc 


dx 

par  suite,  (2)  donne 
et  l'on  a 


y\K^>^  'm)  y'-i(.b,  \ii)  =  I, 


Donc  F([Ji-/)  sera^o  ou  <o,  selon  que  yi{fK  jj.,  1  ti  j..{l>-  ;j-,  1 
seront  >  o  ou  <  o. 

Bornons-nous  à  y'.,  (h.  a,). 

Sir'-C''  lJ-/)<o, 

y'.-,{b,  ^i)  n'est  pas  =0,  cur y,(b,  ijt.,)  =  o. 

F(ix,)^o. 


Ces  inégalités  donnent  le  signe  de  F  (À)  aux  points  1X0,  [jl, 
y? 


l^=M-l 


En  elfet,  à  p.u  correspond  j'ofar,  jjio)  mille  en  t».  ^  et  >o  enti< 
a  et  è,  puisque _)'', (a)  =  1 . 
Donc 
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l'ourp.,  (voyez  fig.  i), 

y'-i(J>,  \>-\)'^' <^y         F(,ai)iîo. 

On  peut  continuer  ainsi  et  l'on  voit  que   Téquallon  F(â):=o  a 
une  infinité  de  racines  séparées  par  les  nombres 


\>-a,  V-\- 


Onpeut  préciser  davantage.  Toute  solution  du  système  (i),  non 
identiquement  nulle,  doit  avoir  un  nombre  pair  de  zéros  dans  i'in- 
lervalle  a^  a:  ■<  h  fermé  en  a ,  ouvert  en  h  à  cause  de  u  (à)  =  u  (b), 
,ï{a)  =  u'{b). 

Il  en  résulte  que  v-o,  [J-i.  ;-<-•,.  •••  ne  peuvent  être  des  racines 
de  F(X)  =  o.  En  elTet,  v'^  (x',  a,,)  a  dans  {a^x  <  b)  un  seul  zéro 
qui  est  a;  d'après  le  premier  ibéorème  de  Sturm  démontré  au 
paragraphe  12,  toutes  les  autres  solutions  de  l'équation  différen- 
tielle auront  aussi  exactement  un  zéro  dans  l'intervalle;  elles  ne 
peuvent  donc  vérifier  les  conditions  de  périodicité  en  a  et  b.  Et  le 
même  raisonnement  vaut  pour  jj.^,  u-, Donc 


F(,aa) 


P{l'-2) 


d 

dx 

(  K  u 

—  (i  ((  =  o 

ti'  (  a)  =  o 
Il  ( b)  =  o 

Mous  irons  j)Ius  loin  en  considérant  le  deuxième  système  auxi 
lia  ire  de  Sturm 


(4) 


Il  a  une  infinité  de  nombres  caractéristiques  Vo,  v,,  Vo,  ...  auxquels 
correspondent  des  fonctions  caractéristiques  ayant  o,  i ,  2,  ...  zéros 
dans  (a,  b). 

On  raisonne  sur  les  v,  comme  sur  les  [j.,-  et  l'on  trouve  que  F(X  ) 
a  en  ces  points  un  signe  qu'on  peut  fixer  et  qui  est  donné  par  le 
premier  schéma  ci-après  {fig-  2). 

On  peut  relier  les  p.,  et  les  v,-  entre  eux. 

D'abord  V(|<;  uo,  car  pour  )>  =  v^  l'équation  différentielle  a  une 
solution  partout  ^  0  dans  (a,  b)  ;  tandis  que,  pour  X  =  p.o,  elle  en 
a  une  qui  est  nulle  en  a  et  b,  et,  par  conséquent,  pour  toute 
valeur  l^j/j   toute  solution  aura  un  zih-o  au  moins  dans  (a,  b). 
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On  voit  de  même  que  v,  <;  iji,  car  pour  /.^  jji,,  toute  solution  a 
au  moins  deux  zéros  dans  (a,  b)  alors  que  pour  X^  v,  il  y  a  une 
solution  n'ayant  qu'un  zéro  dans  l'intervalle. 


UXi>o 


v,a„  ■^^l.,  V311.J 

I     I 1— I l__l 


On  peut  cunliiiiier  ainsi  et  montrer  que  v,<;  ij.,-. 

Mais  V,- peut  être  >  •^i_\  ou  <;|ji.,_|.  Nous  figurerons  alors  sur  l'axe 
des  X  des  petits  segments  réunissant  les  points  v,,  ijl„;  Vo.  [a,:  — 
Ces  segments  n'empiéteront  jamais  les  uns  sur  les  autres.  Ils 
peuvent  se  réduire  ù  des  points.  C'est  le  cas  pour  le  système  ('7) 
de  la  section  précédente. 

On  voit  donc  que  le  système  (1)  admet  des  nombres  caracté- 
ristiques en  nombre  infini  répartis  : 

1°  Entre  V(,  et  le  premier  segment; 

2"  Entre  les  segments  consécutifs. 

A  ces  nombres  caractéristiques  correspondent  des  fonctions 
caractéristiques  ayant  des  nombres  faciles  à  déterminer  de  zéros 
dans  (rt^ic  -<  b). 

Il  s'agit  maintenant  de  préciser  ces  résultats. 

Les  conclusions  auxquelles  nous  allons  arriver  par  la  suite  sont 
vraies  dans  tous  les  cas;  mais,  pour  simplifier  l'exposition,  nous 
nous  bornerons  à  supposer  K(a;)  indépendant  de  X  et  G(jr,  X) 
analytique  en  X.  Alors  le  premier  membre  F(X)  de  l'équation 
caractéristique  sera  une  fond  ion  analytique  entre  A(  et  Ao.  on 
pourra  parler  de  I  ordre  de  niulliplicilé  de  ses  racines.  INous  avons 
ailleurs  déjà  supposé  G   fonction  décroissante  de  X,  ici  nous  sup- 

à'Q,   ^  1,1  •  <^G  -,    1  ■  1 

poserons  -^  <;  o  en  excluant  le  cas  ou  -^  poiunnl  devenir  nul. 

Ces  conditions  laissent  encore  assez  de  lil)erlé  pour  que  les 
résultats  que  nous  établirons  s'appliquent  aux  importants  systèmes 
où  G=  /  — Xo-,  ^>  o. 

L'équation  caractéristique  est,  comme  on  sait, 
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Considérons    le    signe    de    1^'(a)    pour    les    diverses    racines 

de  F(X)  =  o  : 

Pour  calculer  les  dérivées  ci-des*us,  remarquons  (juc  si  l'on 
considère  plus  généralement  la  solution  a  de  léqualion  dilleren- 
tielle  pour  laquelle  u{a)  =  a,  u'(a)  =;  a',  a  et  a'  étant  deux  cons- 

,  du        .    -r-       ,. . 

tantes  quelconques,   -c-  vérifie  1  équation 


du 


C'est  une  équation  linéaire  non  homogène  en  yrt  et  l'équation 
sans    deuxième    membre    est    l'équation    proposée    qui   admet   la 

solution  j-,  (a:,  À),  j'o(:r,  \).  }ja  inétliode  de  la  variation  des  cons- 

1  au         /  i)u\'  , 

tantes  donne  75"  c'  (  -^  i  '  ''"  tenant  compte  de  ce  que 

puisque,  quel  que  soit  A,  les  valeurs  en  a  de  u  v.l  u'  sont  toujours 
a  et  a', 


df. 


7  ^X        "^^'     ''  K(a; 


àuV  _     f^'dGdl)      ,,  ,,y,(l  l)y.,(T,l)-y,(lX),v\h;l)  ^, 


(I)  =/  ^-^"«.^' 


di 


K(a) 
Alors  pour  ,r  =:  6  et  u  =  JU  ou  joj  "H  ■! 

^ly'Ab,i)]  =  J^^''-^^^^^ïy^a.^)y'Ab.y^)-y-^aA)y\ib^ 
d'où 

dG(ll) 

+  [y'-AbA)-yd(',l)]y,ill)y.,iir) 

-y\{b,\)yl{\,-k)\dl 


88 


CHAPITRE    IV. 


Pour  déterminer  le  signe  de  la  forme  quadratique  en  y,  (Ç,  ).), 
.);!(?,  À)  qui  est  entre  crochets,  envisageons  son  discriminant:  par 
la  formule  d'Abel,  on  le  réduit  à 


fraC^.  >o-Hrii>- 


-]'_ 


Nous  n'éludions  le  signe  de  !'''(>'■)  que  pour  les  valeurs  de  À 
annulant  1"'(').~).  Or.  pour  ces  valeurs 

donc  le  déleriniiiani  précédent  est  nul  :  la  t'oruir  e-i  le  eain''  de 

elle  sera  posiii\r  lui  négative,  selon  que  _)':;(^^)  et  — y\^l>)  ^onl 
positifs  ou  négatifs.  [Il  est  sous-entendu  que  dans  y^(b)-i  y\{0) 
figurent  les  valeurs  de  /.  racines  de  F  (X)  =  o.] 

Ecartons  d'abord  le  cas  oîi  cette  cx^pression  serait  identiquement 
nulle,  et,  puisque  c'est  une  solution  de  l'équation  différentielle, 
ceci  revient  à  dire  qu'on  n'a  |>as_)^2(6)  =  o  ely\ib)  =  o  à  la  fois. 
Nous  reviendrons  ultérieurement  sur  ce  cas. 

Lu  fiiniie  ipiadralique  n'étant  jias  iileiiliqu<Mueiil  nulle,  en  l'in- 
tégrant   |iiiisqui'   lv(a)>>o,  !'    '    -<  t>.    F'().)    trouvé    sera    du 

signe  contraire  de  la  forme. 

Donc  dans  tout  intervalle  de  variation  de  X  où  );.(/>)  =^  o,  K(X) 
ne  peut  avoir  plus  d'un  zéro,  cardans  cet  intervalle  la  forme,  et  par 
suite  F'(X)  conservent  le  même  signe  en  tout  point  où  F().)=o. 
Même  remarque  pour  un  intervalle  oixy'Jb)  reste  =;i;o. 

Souvenons-nous  alors  que  les  'j.,-  sont  les  racines  de  l'équation 

et  les  V,-  les  racines  de 

y,(6,).)  =  o. 

Entre  deux  segments  consécutifs  (v,'j.,_,')  (//i'.  :>-).  ni  y\  ni  y-^ 
ne  sont  nuls,  donc  I'  (X)  ne  peut  avoir  qu'un  Z('n)  entre  deux  tels 
segments.  La  distribution  des  signes  de  l''(X)  aux  extrémités 
prouve  d'ailleurs  que  F(X)  s'annule  au  moins  une  fois  entre 
deux  segments  consécutifs,  F(X)  admet  donc  exactement  un  zéro 
entre  deux  segments  (vi  [a,_,)  consécutifs.   De  plus,  il  n'y  a  pas 
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(Je  zéros  sur  les  segments  eux-mêmes  puisque,  dans  (a„.  ;j.|)  par 
exemple  (voir  fig.  2),  il  n'y  en  a  qu'un  et  qu'il  est  entre  [jio  et  Vo. 
(La  même  conclusion  est  facile  à  llrrr  pour  tous  les  cas  de 
(i^ure.) 

Il  y  a  pour  la  même  raison  un  zoro  «le  F  (À)  et  un  seul  entre  v, 
et  le  segment  (  v,,  uo).  Il  n'y  en  a  pas  entre  A|  el  v„. 

Kig.  :î. 


'K\  "K^ 


Ces  résultats  lisent  les  nombres  caractéristiques  "Aq.  /,,.  ...  en 
position  {fig-  3). 

Venons  aux  fonctions  caractéristiques  Mo,  «i,  •  •  •• 

On  sait  que,  pour  À  =  [Xq,  la  solution  du  système  auxiliaire  {?>) 
s'annule  en  a  et  b  seulement.  Donc,  pour  X^[j.„-  toute  solution 
de  l'équation  ne  peut  avoir  qu'un  zéro  dans  («,  b);  or,  toute 
solution  de  (  1  ^  a  un  nombre  paii'  de  zéros.  Donc  «o  ne  s'annule 
pas  dans  (ci-,  b). 

Des  raisonnements  tout  pareils  prouvent  que  «,  et  u-,  auront 
deux  zéros,  M3  et  «.■,  en  auront  4,  etc.,  ce  que  nous  résumerons 
dans  ce  Tableau  : 

Fonctions  caiactéiisliques.  .  .      u„     ii^     ii-^     11-     u^     ... 
Nombre  de  zéros  dans  a6.. .  .      o      ■>        >       î       /| 

Ces  résultats  constituent  un  tbéorènie  d'oscillaliou  pour  le  cas 
actuel. 

Les  seuls  cas  d'exception  que  nmis  ayons  encore  à  considérer 
sont  ceux  où  quelques-unes  des  valeurs  [j.,  v^,  ijljv,,  ...  coïncident 
[puisque  l'on  connaît  d'une  façon  précise  le  signe  de  ¥ (\)  :^  o 
pour  (jj(.„V(),  (1J.2V3),  . . .]  et  où  les  X  coïncideraient  avec  ces  valeurs. 
C'est  justement  le  cas  que  nous  avons  écarté  dans  la  discussion 
précédente  où  y„{b)  =^r\(b)  ^  n  pour  une  racine  de  l'équa- 
tion F  (À)  ^=  o. 

Ce  cas  d'exception  se  présente  ellectivement  dans  l'exemple 
particulier  traité  précédemment  [voir  (7),  §  16].  Il  faut  alors  étu- 
dier F" (à)  pour  ces  valeurs  de  )-,  pour  lesquelles  K(),)  ^F'(X)  =  o. 

Or,  un  calcul  analogue  à  celui  fait  pour  F'(/.)  prouve  que,  pour 


go  CHAPITRE    IV. 

ces  valeurs, 


,b 


(I  OU,  en  remplaçant  -^  et  — =-  ii  ir  u'iirs  valeurs  Irouvces  ante- 
rieurement, 

et,  puisque  le  crochet  qui  fit;ure  dans  l'intégrale  double  n'est  pas 
identiquement  nul  (je,  et  y->  étant  linéairement  indépendantes"», 
on  a 

F"().)<o. 

Ces  racines  miiliijilcs  de  F(l)  sont  donc  exactement  des  racines 
doubles  et  F  a  un  maximum  à  tous  ces  points.  11  s'ensuit  que 
cette  racine  double  romplare  les  deu\  racines  simples,  qui  autrc- 
uienl  se  Irouveraieiil  des  doux  côtés  du  segmeul  qui  s'est  réduit  à 
un  point  (  '  ). 

On  trouve  enfin  très  iacilement  que  l'indice  du  système  (i)  pour 
ces  valeurs-là  est  2,  puisque  le  problème  périodique  a  deux  solu- 
tions linéairement  indépendantes,  r,  el  y-;,;  à  la  racine  double  cor- 
respondent ainsi  deux  fonctions  caractéristiques,  avant  le  nombre 
de  zéros  indiqués  par  le  théorème  d'oscillation. 

INos  résultats  se  généralisent  dans  différentes  voies.  On  peut  se 
borner  à  supposer  G  décroissant,  sans  supposer  que  G  possède 
une  dérivée  par  rapport  à  À.  Les  méthodes  à  employer  sont  plus 
délicates,  mais  les  résultats  sont  les  mêmes.  On  peut  aussi  consi- 
dérer des  conditions  non  périodiques  pour  des  systèmes  toujours 
adjoints  à  eux-mêmes.  Mais  alors  les  théorèmes  d'oscillation  sont 


(')  .Si  l'on  vivait  par  uxeiiipli'  a,  el  v,  confondus,  el  a  une  valeur  caractéristique 
confondue  avec  [i,  et  v„,  on  pourrait  se  demander  si  entre  (;i,v,)  et  le  segment  ([ijV,) 
précédent,  ainsi  qu'entre  (11, v.)  et  (ji-Vj).  il  n'y  a  pas  d'autres  nombres  caractéris- 
tiques \  el  \  différents  du  À  qui  est  en  {!i,Vj).  Or  ceci  est  impossible,  car  F().) 
étant  maximum  pour  la  racine  double,  aux  valeurs  \  et  ).,  supposées  exister. 
F'(>.)  devrait  avoir  les  signes  —  et  -h. 

Mais  !"(>.)  étant  <o  pour{ji,v,)  et  nul  pour  (iJi|V,),  on  voit  que,  en  a,,  sa  dérivée 
!•"(>,)  ne  pourrait  être  que  positive.  Même  raisonnement  pour  X,.  La  contradic- 
tion montre  que  \^  el  Xj  n'existent  pas,  ils  sont  venus  se  confiMulre  avec  u,  et  v^. 
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moins  précis  :  on  ne  peul  donner  qu'à  une  unih';  près  le  nombre 
des  zéros  des  fonctions  caracLérisliques  dans  (a,  b).  II  y  a  enfin 
les  extensions,  jusqu'à  présent  très  incomplètes,  aux  équations 
d'ordre  supérieur  au  deuxième. 


19.  Deuxième  extension  des  problèmes  de  Sturm.  Le  théorème 
d'oscLllation  de  M.  Klein.  —  Nous  avons,  au  Gliapitre  III,  étudié 
des  systèmes  de  la  lorme 


-r-  (Ku' )  —  G  «  =  o 
eix 

a' «(a)  —  (xu  (a)  =  0 

,3'm(6)-i-  ^u'(b)  =  o 


K  ne  contenant  que  la  variable  x,  G  dépendant  de  x  et  d'un  para- 
mètre, a,  ^,  a',  p'  étant  des  constantes  indépendantes  de  k. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  envisagerons,  au  lieu  d'un  inter- 
valle (a,  b)  de  variation  de  x,  un  nombre  quelconque  de  tels  inter- 
valles 

(«o^u);     («161);      ...;     (anbn) 

se  suivant  sur  l'axe  des  x  dans  l'ordre  des  indices  croissants 
et  n'ayant  aucun  point  commun  2  à  2  (pas  même  les  extrémités). 
Nous  considérons  en  outre  /i  +  i  paramètres  âq,  X,,  ...,  )>„  dont 
dépendra  la  fonction  G,  chaque  paramètre  variant  dans  un  inter- 
valle qui  lui  est  propre.  Pour  cliaque  sef;ment  a,,  fc,  nous  consi- 
dérerons des  conditions  telles  que 

a'o  "(«0)  —  a„«'(«o)  =  o, 

■a  ^oi<(6o)-H  ?i)"'(èo)  =  0, 

a;u(a,)  — 2,  u'(ai)  =  o, 

^]  u(l)i)  -h  'iiu'(bi)  —  o, 


Le  problème  que  nous  nous  proposons  est  le  suivant  : 
Peut-on  déterminer  Au,  X|,  ...,  À„  de  façon  que  l'équation  diffé- 
rentielle 


^('-''^ 


G  M  =  o 
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admette  n -)- 1  solutions  (/„•  u,.  ....  ii„. 

«0  vérifiant  les  conditions  relatives  à  (ao^o), 
"i  >>  »  («1*1  )> 

"a         "  »  "         (a„b„). 

Pour  n  =  u,  il  esl  daii-  (jiroii  a  le  |in)hlèmc  de  Slurm  ('■liidi»' 
au  Chapitre  III. 

M.  Klein  a  cti'  conduit  à  ce  problème  en  étudiant  les  travaux  de 
Ijamé  sur  la  distribution  de  la  chaleur  dans  un  ellipsoïde.  Le  seul 
cas  que  nous  considérons  avec  M.  Klein  est  celui  où  G  a  la  forme 
particulière 

(I)  G  =  /(x)  — ,^(x)[).„H-?.i-i"-H  À2.r2 -+-... -(-À„x''] 

(Xo,  A, ,  ....  ).„  \ai-ianl  ilo  —  x  à  -^  x). 

Nous  supposerons,  poui-  •simplifier,  o(,t)  >  o  dans  les  inter- 
valles (a,-,  bi).  En  rt-aliti-,  il  sul'lit  de  supposer  que  g  ne  s'annule 
dans  aucun  de  ces  intervalles,  son  signe  pouvant  être  diftcreni 
dans  deux  intervalles  diflérents.  K,  /et  ^  seront  supposés  continus 
dans  chacun  des  intervalles  fernu-s  (ai,  bi).  \ous  ne  supposons  rien 
sur  eux,  hors  de  ces  intervalles  (  '). 

On  pourrait,  à  vra  i  dire,  par  des  changements  de  la  variable  indé- 
pendante, ne  considi'rer  qu'un  seul  intervalle  pour  x,  et  n-f-i  sys- 
Icmes  difTérentiels,  mais  le  résultat  s'énonce  moins  simplement 
que  sous  la  forme  donnée  plus  haut  au  problème.  Dans  ces  condi- 
tions, on  a  le  llu'orimr  (l'nsclllation  suivant  dû  à  M.  Klein  : 

//  existe  une  iiijiniu-  de  systèmes  (),(,,  ),,,  ).o,  ....  ).„)  réels 
pour  lesquels  les  fonctions  c/ierchccs  u„.  t<,.  ....  «„  existent 
sa?is  être  identiquement  nulles. 

Ces  systèmes  de  nombres  caractéristiques  se  différencient  les 
uns  des  autres  par  le  nombre  de  zéros  que  les  fonctions  carac- 
téristiques  u„.    u, u„   possèdent    respectivement    dans 

(a^bg),  ...,  {onb,,).  Si  l'on  se  donne  à  l'avance  «+i  nombres 
positifs  ou  nuls 

/H„,        "(,.         •••!        '"«• 


(')  Et  effecliveineiil,  dans  l'oiiMlion  ilc  Lamé,  les  coefficieiils  oui  tles  singula- 
rités entre  les  intervalles  («,i.). 
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on  peut  tromer  un   système   Ao,  /,i.  •••.  À„.  et  un  seul,  pour 

lequel  les  fonctions  Uo,  «i,  •••,  ««  ont  respectUement  m„,m, 

m„   zéros    dans    chacun    des    intervalles   (aobg),  {a^b^),   .... 
{a„b„). 

Pour  «  =  o,  on  a  siinpleiiienL  le  ihéorèmc  de  Sliirm  établi  au 
Cliapilw;  III.  Nous  allons  donc  procéder  par  récurrence. 

Supposons  le  lliéorènie  vrai  jusqu'à  l'indice  n  —  i.  Démon- 
Irons-le  pour  l'indice  n. 

On  peut  écrire 

(2)      G(X)  =  [1(X)  -InX"  ,^'{X)]  —  f.'(x)['ko-^  '^l-r  -^.  .  .^In-l^"-']- 

Donnons  à  À„  une  valeur  arljitraire,  mais  (ixe;  il  existe  alors  un 
système,  et  un  seul,  de  valeurs  de  An,  \,.  ...,À„_,  pour  lequel  les 
fonctions  caractéristiques  u„.  ii,.  ....  Un..,  ont,  respectivement. 
dans 

/»oi  "'i,.  ••••  "'/i-1         zéros. 

Il  reste  à  voir  si  \„  peut  être  clioisi  de  façon  que  u,i  existe  véri- 
fiant les  («  +  i)  conditions. 

Les  Xo,  l,i  ■■■1  ^K-t  précédents  sont  des  fonctions  de  \„ .  puis- 
qu'ils sont  déterminés  quand  À„  est  connu.  En  les  exprimant  en 
fonction  de  X«  dans  G,  G  devient  fonction  de  x  et  de  1„  : 
G{x,  À„). 

i\'ous  allons  montrer  que  G(j;',  An)  satisfait  aux  condition^ 
requises  par  le  théorème  d'oscillation  de  Sturm. 

Pour  cela,  considérons  la  différence  G  (ic,  A„)  —  G  (x,  1[^).  EUc 
s'annule  nécessairement  pour  une  valeur  de  x  dans  chaque  inter- 
valle (a„6o),  (ai6,),  ...,  {a„_,b„_t)  ;  car  si,  dans  (a^bo)  par 
exemple,  cette  différence  ne  s'annulait  pas,  elle  aurait  un  signe 
constant;  par  exemple,  on  aurait  G{x,  K)^  G(aj,  X'„).  Mais,  pour 
la  valeur  X'„  du  paramètre,  la  solution  «o  de  l'équation  qui  vérifie 
les  conditions  aux  limites  relatives  à  aob„,  oscillerait  plus  vite 
que  pour  la  valeur  X„  (théorème  de  comparaison  de  Sturm),  et  ceci 
conti^edit  le  fait  que  Mo  a  toujours,  quel  que  soit  À„,  un  nombre  de 
zéros  égal  à  m„. 


g.;  CHAPITRE    IV. 

Il  V  a  donc  au  moins 

un  point  a"o      dans  (a,, ^o), 
un  poinl  xi      dans  (ai/>i), 


un  poinl  t„i  dans  (a„^ibn-i), 


tel  que  la  différence  précédente  soit  nulle. 

Désignons  par  V^,  X',,  ...,  X'„_,  les  valeurs  des  n  promiers  para- 
mètres correspondant  à  1^,.  On  aura 

(3)  G(x,ln)-G(x,l'n) 

Puisque  g{x)  a  été  supposé  ^o  dans  tous  les  (aibi),  le  poly- 
nôme entre  crochets  admet  X^  X,.,  ....  x„  pour  racines.  Donc 

(4)  >.'o  -  >-o-t-  ()/,  -  X,  )a-  -t-. . .-+-  (X'„-  X„)a-« 

=  (X'„  — X„)(a-  — a7o)(a?  — a7,)...(x  — 2;„_,). 

De  là  on  déduit  deux  conséquences  : 

I"  La  conlinuil('  de  G(x,  A„)  pi'i"  rapport  à  X„  ;  car  a^o,:^,,  ..., 
j;„_  ,  restant  dans  les  intervalles  {ttobo),  {Utb,  ),...,  (a,t_,  b„_,), 
sont  finis;  donc  la  dill'érence  G(^x,.,\„)  —  G(a;,,X^,)  tend  vers  zéro 
avec  X'„  —  \„.  De  plus  il  est  évident,  d'après  la  formule  qui  donne 
cette  différence,  que  G{x,  X'„)  tend  vers  G{x,  X„)  uniformément, 
quel  que  soit  x  dans  Uni  b,,,  quand  X'„  tend  vers  X„.  Il  y  a  conti- 
nuité de  G  (a;,  X„)  par  rapport  aux  deux  variables  indépen- 
dantes X,  X„. 

2"  Si  X/i  croît,  G(a7,  X„)  décroîtra  pour  tout  ic  dans  a„/*„.  Car 
on  voit  par  (3)  et  (4)  que  G(ir,  X„)  —  G{x,  X'„)  est  du  signe 
de  X^,  —  X„,  donc  G(x^  X„)  est  fonction  décroissante.  Et  puisque 
pour  X  dans  {anbn)  le  produit  {x  —  Xa)  {x  —  x,)  ...  (x  —  x„_t) 
ne  peut  jamais  être  nul,  les  intervalles  (a^bo),  ■■■,  (an-ièw-i) 
n'ayant  aucun  point  commun  avec  {a„b„)  ('),  on  voit  aussi  par  (3) 


(')  Ce  théorème  reste  vrai  même  quand  les  intervalles  a,,  6,  se  louclient  ou 
quand  g{x)  s'évanouit  sans  changer  de  signe  en  des  points  isoles.  Mais  il  faut 
alors  se  servir  d'une  forme  du  théorème  d'oscillation  de  .Sturm  un  peu  pins  raf- 
finée que  celle  que  nous  avons  obtenue. 
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et  (4)  que 

liin     G{ar,  A„)  =—  ^, 

liin     G(x,  ).„)  = -H  M. 
).„  =  —« 

Ces  conséquences  i°  et  a"  suffiscnl  ii  montrer  que  les  conditions 
de  validité  du  théorème  d'oscillation  de  Sturni  sont  ici  remplies. 
Il  existe  donc,  pour  chaque  nombre  //i„,  une  valeur  réelle  et  une 
seule  de  Â„  pour  laquelle  l'équation  proposée  admet  une  (/i  +  i)'*'""^ 
solution,  Un  satisfaisant  aux  conditions  aux  limites  relatives 
à  (ttabn)  et  ayant  dans  cet  intervalle  exactement  m„  zéros. 

Le  théorème  de  M.  Klein  est  ainsi  démontré  pour  toute  valeur 
de  n. 

Signalons  en  passant  une  application  physique  du  lliéorème  : 

On  peut  dire,  pour  interpréter  le  théorème  d'oscillation  de 
Slurm  dans  un  cas  particulier,  qu'une  corde  hétérogène  étant 
donnée  on  peut  lui  faire  exécuter  des  vibrations  simples  pour  les- 
quelles la  corde  présente  un  nombre  de  nœuds  fixé  à  l'avance. 

On  peut  interpréter  le  théorème  de  M.  Klein  en  disant  qu'une 
membrane  homogène  limitée  par  deux  arcs  d'ellipses  et  deux 
axes  d'hyperboles  homofocales  étant  donnée,  on  peut  la  faire 
vibrer  de  telle  sorte  qu'elle  présente  un  nombre  Wq  d'ellipses 
homofocales  nodales,  et  un  nombre  »;,  d'hyperboles  homofocales 
nodales,  m^  et  m,  étant  arbitrairement  donnés  à  l'avance. 

Nous  avons  trouvé  dans  ce  qui  précède  une  infinité  de  systèmes 
réels  de  valeurs  caractéristiques.  Existe-t-il  des  valeurs  imagi- 
naires caractéristiques  pour  les  X,  c'est-à-dire  des  systèmes  de 
valeurs  de  X  imaginaires,  pour  lesquels  l'équation  admette  n  -\-  i 
solutions  satisfaisant  respectivement  aux  conditions  aux  limites 
relatives  aux  n -\- i  intervalles  a,-,  6,?  Nous  allons  voir  qu'il  n'en 
est  rien. 

Limitons-nous,  pour  simplifier  l'écriture,  au  cas  typique  de 
trois  paramètres. 

Soient  (X'd,  à',,  a1),  (X'i^,  À'j,  a",)  deux  systèmes  de  valeurs  carac- 
téristiques auxquels  correspondent  respectivement  les  fonctions 
caractéristiques 


96 
O.i 


CHAPITRE    IV. 


-j~i  Kh',  )-f  I^ç-Ta;, -T-  a',  T  -<-  V.^X'-)  —  /]«,  =  o. 


dx 


(  K«;.  )  —  [,:r(  aJ  -f-  /,■;  a-  -i-  V;a:=)  —  /]  «.  =  o. 


Multiplianl  respectiveinenl  les  deux  ôqualions  par  m»  <■!  (/|. 
.retranchant  membre  à  membre  et  intégrant  entre  a„  et  èo?  on  j.  à 
cause  des  conditions  cii  rt,,  <'t  /'o  tl""'  M'iifii'iil  »,  cl  u^. 


r 


(  X'i  —  a|  )ar  -i-  (X'o —  X'i)^-]  «1  «2  rfx  =  o. 


De  nicmc 


/    ,ç.[),;,_x'  -^(X',-x",)x-i-(x;  — A';).rî] ,-,  .■.  r/j-  =  o. 

/       é'[^é—  'o  -^  i^i  —  Xj  ia--r-(X'o— X^).r2]ii-,.i.w/ar  =  o. 

Si  les  deux  systèmes  (a„,  a',,  X'j),  (ÀÔ'  ^i'  '-î  )  *'^"^  distincts,  les 
trois  difierences.  X'-  —  XJ  n'étant  pas  toutes  nulles,  le  déterminani 
des  équations  linéaires  précédentes  en  X',-  —  X'^  est  nul.  Ce  détermi- 
nant se  réduit  à  la  formule  simple 


g{Xn')g{Xs,)g{Xi) 


I      X\      x\ 
I      X^      Xr, 

X  Hi(.ro)K5(xo)i'i(a.'i)c2(3'i)ivi(a-s)(fî(rs)rf3-u</j-,  dx,  =  o. 


Cette  lonnnle  généralise  la  formule 


/' 


gu\  Un  dx  ■■ 


due  à  Poisson  et  rencontrée  au  parag;raphe  IG.  Elle  démontre. 
pour  ^\>o,  que  les  valeurs  caractéristiques  sont  toutes  réelles, 
car  à  X'p,  X,  ,X',  imaginaires  et  caractéristiques,  correspondraient 
X'^,  X",,  X'j  caractéristiques  et  imaginaires  conjuguées  des  valeurs 
précédentes.  Les  fonctions  u,i^,«',  seraient  conjuguées  de 
«2<^;>'i'2-    L'élément   dilFérentiel   de    l'intégrale    triple    ci-dessus 
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serait  toujours  >  o  et  non  ^  o,  puisque  les  intervalles  (aob^), 
ia,  6,),  {a^b-i)  pour  x^-,  x,,  x^  n'ont  aucun  point  commun.  On  a 
donc  contradiction  à  supposer  l'existence  de  valeurs  caractéris- 
tiques imaginaires. 

Le  théorème  de  M.  Klein  donne  donc  toutes  les  valeurs  caracté- 
ristiques. 

La  remarque  précédente  suggère  une  extension  du  théorème 
(le  M.  Klein.  jNous  la  présenterons  brièvement  pour  trois  inter- 
valles (aobo),  (a^b,),  {a-ibn),  mais  elle  est  générale. 

Prenons  une  fonction  (^i  de  la  l'orme 

Peut-on  déterminer  les  X  de  fiiçon  à  satisfaire  à  trois  systèmes 
de  conditions  de  Sturm  relatives  aux  trois  intervalles? 

Tout  d'abord,  on  peut  se  demander  s'il  existe  des  valeurs  carac- 
téristiques imaginaires  en  X.  Par  un  raisonnement  très  analogue  au 
précédent,  on  est  amené  à  considérer  l'expression 


<fo(aro)  ^i(.î-o)  ^%(^o) 
^o{a^i)  ^-iCa^i)  ^2(^1) 
.4^0(2-2)     ^1(3^2)     S-l(Ti) 


et  l'on  peut  achever  comme  précédeiiinient,  si  le  déterminant  qui 
entre  dans  l'intégrale  tiiplo  ne  change  pas  de  signe.  On  est  sûr 
alors  que  toutes  les  valeurs  caractéristiques  sont  réelles. 

L'étude  de  celte  question  pour  les  valeurs  réelles  des  \  a  été 
faite  récemment  :  M.  Richardson  a  étendu  à  ce  cas  le  théo- 
rème d'oscillation  de  Klein  par  des  méthodes  différentes  des 
nôtres  qui  supposent  essentiellement  que  la  différence  étudiée 
G(x,X„)  —  G(a;,X^,)  est, au  facteur  «(x)  près,  un  polynôme  en  x. 


B. 
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CHAPITRE  y. 

LES  FONCTIONS  DE  GKEEN  ET  LELKS  APPLICATIONS  (')• 


!20.  Existence  et  propriétés  fondamentales  des  fonctions  de 
Green. —  La  fonction  de  Green,  pour  la  résolution  du  problème  de 
Dirichlel,  se  d(;fiuit  comme  on  sali  :  cesl  une  fonction  harmonique 
dans  le  domaine  considéré,  s'annulanl   à  la  frontière  et  devenant 

infinie  en  un  ])oinL  A  du  domaine  comme  -^^-^  si  «  ^  3  { ?i  étant  le 

nombre  de  dimensions  de   l'espace  et  /■  la   distance  d'un   point 

variable  M  de  ce  domaine  au  point  A);   comme  log-  si  n  =  a. 

On  pourrait  clierclier  à  donner  une  (li'liuilidn  analogue  pour  un 
espace  à  une  dimension,  on  serait  conduit  à  envisager  l'équation 

d'il 

et  la  solutiim  de  celte  équation,  qui  s'annulanl  en  a  et  b  devien- 
drait infinie  en  un  point  ç  de  («,  b).  Ceci  est  impossible,  une  telle 
solution  n'existe  pas.  On  cherclie  alors,  parmi  les  propriétés  de  la 
fonction  de  Green,  celles  qui  sont  susceptibles  de  s'étendre  aux 
équations  dlfrérenlielles  linéaires  ordinaires. 

{' )  lîuiKiioiF.  Trans.  Amer.  Matli.  Soc,  t.  IX,  i:joS,  j>.  377. 

liouNiTZKY,  Journal  de  Mathémaliques.  6'-  série,  t.  V,  igoy,  p.  Cô 

BÛCHER,  Aimais  of  Math.,  t.  XIII,  jgii,  p.  71. 

l'our  les  relations  entre  les  systèmes  diirérenliels  el  les  équations  nilograies 
(mais  seulement  pour  des  cas  où  le  système  est  son  propre  adjoint),  voir  : 

HiLBEiiT,  Gôtt.  Nachr..  iijnf^.  Ziveite  Mitleilung. 

Pour  la  métbode  des  approximations  successives  dans  ciuelques  cas  particuliers. 
voir  : 

PiCAHU,   Traité  d'Analyse,  l.  III,  Cliapilre  l>. 

Steki.oi-1',  .liinales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  111.  igoijp.aSi. 

KxESEn,  Math,  ^innalen,  I.  LVIII,   igoS,  p.  iog-116. 
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A  ce  poiiil  de  vue,  nous  allons  nous  servir  de  l'analogie  entre 
les  sjslèi,nes  d'équations  linéaires  algébriques  et  les  systèmes  dil- 
férentiels. 

Envisageons  le  système 


■•o^ 


dont  le  déterminant  1  ai/,\  ^  o,  on  peut  ileinandcr  une  formelle  de 
résolution  qui  explicite  le  rôle  des  6,-.  Pour  la  présenter  simple- 
ment, on  peut  considérer  les  n  systèmes  obtenus  en  remplaçant 
dans(i)  successivement  6,,  b^,  •■•,  6»  par  i,  alors  que  tous  les 
autres  coefficients  6/ sont  remplacés  par  zéro,  on  aura  des  systèmes 
tels  que 

I   ail  «1  -+-  ciii  "2  +  •  •  •-!-  «if!  "«=  'î 

/      ,  I     «2,  «,+ +    rt2„M„=:  O, 

'   a.^iUx  — -)-«„„H„--o 

dont  nous  appellerons  m',,  w.',,  . . .,  u\^  la  solution. 

Nous    aurons   ainsi    n    systèmes   qui    ne    dépendent    pas    de 

fe,,  .. .,  /y„, 

u\,       lù,     «'„, 

m",.  II".,,       ...,       Il",,, 


II 


CI) 


et  l'on  voit  de  suite  que  la  solution  du  système  (i)  est 

«1  =  bi  u\  -h  b-îU'\  M-.  .  .-H  6„«',"\ 
11-2  =  /'l  II', -h -i-  b„  U'J'\ 


I 


Un  =  b,  u„  -1- -1-  6„  «;;". 


Une    expression  analogue    pour   la    solution    de    l'équation  de 
Poisson 

A(m)=  '-i^,}') 

qui  s'évanouit  à  la  fr^^atière,  peut  élre  fournie  à  l'aide  de  la  fonc- 
tion de  Grecii  G(.r,  j';  ?,  yi)  à  deux  dimensions,  qui  donne  la 
solution  en  i'onction  explicite  de  r{x,y)\  c'est 
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Pour  les  équations  did'érentielles,  avec  des  conditions  aux 
limiles,  on  cliercliera  à  délinir  la  fonction  de  Green,  en  sorte 
qu'elle  permette  d'exprimer  les  solutions  des  systèmes  diiréren- 
tiels  non  homogènes,  de  manière  à  mettre  en  évidence  les  seconds 
membres  de  ces  systèines. 

Prenons  le  syslèiiie 


(4) 


L(u)  =  r(x') 

\J,(  u)  —  n  (('=1.2, 


n) 


L  (m)  est  une  expression  linéaire  d'ordre  /;. 
Nous  supposons  que  le  système 


(5) 


U,(  m)  =  o 


soit  incompatible.    Alors  (4)  a  exactement    une    solution.  Nous 
allons  l'expliciter  en  fonction  de  r(x). 

Le  système  (5)  n'ayant  pas  de  solution  non  ^  o,  prenons 
dans  a,  b  un  point  \  et  essayons  de  déterminer  une  fonction  u 
vérifiant  les  conditions  du  système  (5)  ayant  dans  «,6  des  dérivées 
«',  a",  ...,  m'""-'  continues,  une  dérivée  «<""'■  continue,  sauf 
en  H,  où  sa  disconlinuité  serait 


o). 


)($-o)  = 


tnCk) 


(i"ii 


ln{x)  étant  le   coelTiclent  de -r— ;;  dans  L(«),  enfin  satisfaisant  ù 

L(«)  ^  o  en  tout  point  de  (a,  b),  sauf  au  point  ç.  .le  dis  que  cette 
solution  est  uiii(iu(',  nous  la  dénommerons  G(x,  çi. 

Soit  en  efl'etj),,  ...,y„un  système   fondamental  d'intégrales 
de  L(m)=o;  cliercbons  à  déterminer  c,,  c^,  ....  c„  de  sorte  que 

Ui(x)  =  c,Xi-^..--^c„y„ 
représente  G{x,  Ç)dans  (a,  ç)  et  t/|,  d^,  ••  -,  d„  de  sorte  que 

Ui{x)  =  diXi-h. ..+  dnj;, 
représente  G{x,  ?)  dans  (S,  b). 
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i"  Pour  que  G{X,  ç)  ait  la  discontinuiu;  voulue  en  ?,  il  faut 


(?)-+-.. .+c„>';,     (t)-rf,y,      ($)-...-«f«y„     (0  =  0, 


f.ri"-''(0+-+c„j^<r''(?)-'/ir',"-'-'(;)- 


-^A,j!r='(0  =  o, 


c,y,"-"(?)+-+c„/,r"(a)-^.r'."-''(D— •-af«r;r-"(0=- 


^«(0 


Prenant   provisoirement   zi=^di  —  c,-,  on   a,    pour   déterminer 
les  Zi, 

-iri     (?)-^----t--«7«     (ç)  =  o, 
^'''  1 


-1  j  1 


ia)+...+  -„7'„''-"(0 


(n-l)  l'f  ^  _ 


''«(î,) 


Le  déterminant  de  ces  équations  est  le  wronskiendeyi  (ç), ..., 
y„[\).  Il  est  différent  de  zéro  par  hypothèse,  les  zi  sont  donc 
déterminés  d'une  façon  unique. 

2"  Ecrivons  que  les  conditions  aux  limites  de  (5)  sont  vérifiées 
par  Ci.  Soit 

U,(rt)=      [a,  «(«)-+-...+ a;"-"  h1''-"(«)] 
-i-[[B,-(((6)-1-...-+-p;"-"  ii<«-i'(i)] 

=   A,(«) -+- B,(«;. 


Or 


A,(G)  =  A,(j(|), 
r,,(G)=  B,(;<,). 


(  /  —  I,  ■). 


.,«)• 


Donc,  les  équations  sont 

A.((ai)  -r-  B,(mo)  =  o 
En  explicitant 

A,(  «1  )  =  Cl  A,(^'i  1  -H  c,  \i^yij  H- . . . -H  c„  Ki{y„), 


et  en  remarquant  que 
on  a 


Ci  =  di  —  Zi, 


(7) 


rf,  u,0',)^-----)-^«u,-(r„) 

=  =1  A,(_>',)  -4-  z^_  A,(72)  + 


. -^  Zn  A,(\)-„  I         (/■=  1,  2,  .. .,  n) 
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Ces  équations  délerniineiU  les  di  connaissant  les  ;,  puisque  le 
système  (5j  étant  incompalIMo,  le  déterniinanl 


u„(r,.) 


?^o; 


le-  r,  sont  alors  aussi  déterminées. 

■Nous  avons  donc  déterminé  une  fonction  G(x,  Ç)  satisfaisant  à 
nos  desiderata.  Elle  est  unique. 

D'après  les  formules  qui  donnent  les  Zi. puis  les rf,et  les  c/,  il  est 
visihle  que  ces  quantités  sont  continues  en?,  et  par  suite  G  (a;,  i). 
continu  en  (or,  ç). 

Il  en  sera  de  même  des  dérivées 

àr'      '"  '      dx"-^  ' 

Montrons  maintenant  que  la  résolution  du  système  semi-homo- 
gène (4)  est  très  simple  à  l'aide  de  G(x,  ?)  et  que  la  solution  u{x) 
unique  de  ce  système  est,  comme  pour  le  problème  de  Poisson, 
donnée  par  la  formule 


(8) 


uix)=  f    r(i)G(x,  $)«'?• 


En  ellet,  on  a  pour  les  (n  —  2)  premières  dérivées  de  la  fonction  u 
définie  par  (8),  à  cause  de  la  continuité  déjà  signalée  des  dérivées 
de  G, 


u'(T)=  f    rC,)^        G{x,l)dl 


u^"-"(x) 


*-  Il 

Gf"~'-(a?,  Ç)  élaiil  discontinue  pour  ?=:J7,  écrivons 
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chacune  de  ces  inlégrales  pciil  être  tlilTeronlice,  et  l'on  a 

u'"-^Ux)  =  f'\-(l>^;^GiT,  \)dl+  f  ',-(0  £iG(.r,  ^)d\ 
\  ''' ^-"^ïï^^^''^'  ^^         (pour  ?  =a:  — o) 

,         ,  .    •     ,       à"--   ^  ,        r-     .  •  r 

1^1  (lii'ivee       ^^_,  (j(;c.  ;)  elant  inni  mue  pour  ç  =  x,ona  encore 

l^e  même  calcul  se  lait  pimr  «'"'(a;);  mais  le  terme  correctif, 
qui  ('tait  mil  |i(iiir  (/'""',  a  iri  la  \aleur 

Donc 

II  résulte  de  ce  calcul  que  l'expression 

r" 

*•  Il 
\érifîe  l'équalion 

L(m)=   7-. 

Formanl  U,(«),  on  voit  que 

U,(«)=  f    /•(f)U,ïG)<t, 

et  comme  U,(G)  =  o,  on  a 

U,(a)  =  o. 

L'expression     /  ■  ;•(  ;)  (j  (.r,  ç)  (/ç   représente    donc  la  solution 

unique  du  système  {'4)- 

Dans  ce  qui  précède,  nous  venons  de  regarder  (j  non  plus 
comme  l'onction  de  .r,  mais  comme  fonction  de  ^.  Demandons-nous 
maintenant  d'une  façon  générale  quelle  est  la  nature  de  G  regardé 
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coniine  l'onction  do  ;.  On  troino  ici  le  n'»iilt;\l  mu  uijii.ililc  sui- 
vant : 

G{x,  ;)  regardé  comme  fonction  <lc  ç  est  la  lonclioii  de  Green 
du  système  adjoint  de  (5),  E  étant,  bien  entendu,  la  variable  ind(''- 
pendanle  ilc  ce  système  l'i  .;•  le  point  sinj;u!i<T  le  la  fonction  de 
("ireeu. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  indiquera  jjarHi^a:,  çj  la  fonc- 
tion de  Green  du  système  adjoint,  z  étant,  comme  dans  (5),  la 
variable  indépendante.  Considérons  deux  points  quelconques, 
Çi.ço,  de  a,b.  Pour  fixer  les  id(''es.  nous  supposerons  îi<Cî-j- 
Appliquons  alors  la  formule  de  Green  en  posant 

i'=}l(x,U), 

et  en  prenant  comme  limite  d"iutéi;ralion  d"abord  a,  î,  —  î, 
ensuite  Ei  +  s,  ç^^  S)  et  finalement  ^2+  e,  b.  Les  intégrales  dans 
ces  trois  formules  se  réduisent  à  zéro,  puisque  L(G)  =  o,  M  (H)  ;=o. 
Si  donc  on  ajoute  les  trois  foiniules.  on  obtient  le  résultat 

[i'(G,  H)]^-V[P(G,  n)];;-;-[P(G.  ir)]^;^,  =  o. 

A  cause  des  conditions  aux  limites  sali>r.utes  par  G  el  11.  un 
voit  facilement  que  les  deux  parties  du  premier  membre  qui  se 
rapportent  aux  points  a  et  h  se  détruisent.  Enfin,  en  se  rapportant 
à  l'expression  explicite  pour  P(m,  cj,  cité  au  Cliapitre  II,  on  voit 
que.  pour  la  limite  s  =  o.  la  plupart  des  autres  termes  se 
détruisent,  et  il  reste 

H(f,.?o)  =  G(ï.,  S,)- 

La  démonstration  se  ferait  de  même  si  ^i  >  Çn  ou  si  ;,  =z  ^.,.  On 
a  donc  établi  l'identité  H(x,  E)  =  G(^,  x),  ce  qui  dé'nupntrc  noire 
|}i('orème. 

On  voit  quiiu  système  diil'érentiel  qui  est  son  propre  adjoint 
admettra  une  fonction  de  Green  G(x,  Ç)  symétrique  par  rapport 
aux  deux  variables 

G(rr,  ^)  ~  G(  ;,  .r  i. 

Et  réciproquement,   si   la  fonction  de  Green  d'un  système  est 
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syiiiélrieiiu;,  ce  système  coïncidera  avec  sonailjoinl  (').  La  symétrie 
(Je  la  fonction  dcGreeii  caractérise  les  systèmes  identiques  à  leurs 
adjoints. 

Signalons  en  terminaal  ce  [jaragraplie  que  la  fonction  de  Green 
du  système  (r<)  fournit  également  la  résolut  Ion  immédiate  du 
système 


(9) 


l^(((  )  =  ;■!  ,r) 


((• 


I,  a, 


") 


qui  a  Luic  Miiulion  unique,  (.V)  (•lanl  incompatible.  Pour  expliciter 
cette  solution  en  fonction  de  /■  et  des  v,,  nous  sommes  guidés  par 
ce  que  nous  avons  dit  dos  <''qn;iilnii>  algébriques  :  prenons  les 
n  systèmes 

!,(«)  =  o,  L(«)  =  o,  L((t)  =  o, 
U|ùO=>.  U, (")  =  <),  U,(«)  =  o, 
V',(u)  =  o,  U..(")  =  I,  , 


l„(  n)  =  o. 


U„(k) : 


U„-i(«)  =  o, 
U„(k)  =  i, 


qui  soûl  indi'pendants  de  /■  c\  des  -',.  Cliacun  d'eux  a  une  solution 
unique.  Désignons  respe<'liveuient  par  G,(x),  ...,  G„(a;)  ces 
solutions;  un  calcul  extrémeuiml  simple  montre  alors  que  la 
soluliim  du  système  (ij)  est 


■;,!  G„(a?), 


dont  l'analo-ie  avec  la  siduliou  d'un  système  d'équations  algé- 
briques est  évidente. 

\ou>  ayons  supposé  dans  les  considérations  précédentes  que 
a,  h  étaient  les  limites  de  l'intervalle  où  x  varie.  On  peut  s'at- 
franchir  de  celte  restriction. 

Prenons  en  elfet  deux  ])oints  a,  b  quelconques  dans  l'inter- 
valle (A,  B)  de  variation  de  x  et  supposons  que  les  conditions  U,  (h) 
des  systèmes  (4),  (5)  ou  (9)  soient  relatives  à  ces  points  a,  b; 


(')  Cfci  est  un  corollaire  du  tlK'on'-im;  plus  sénéval  que  deux  sjslémes  dilîé- 
renliels,  liomogènes  et  incompalihies,  sont  identiques  si  leurs  fonctions  de 
Gi'een  sont  idcnliciues. 
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chercliiins  uIdi-s  à  ilrfiiiir  la  fonclioii  de  Green  liors  île  (a,  b)  ('). 
Il  est  bon  pour  cela  de  revenir  au  cas  où  rt,  b  sont  les  extrémités 
|>i>iii'  voir  comment  on  pourrait  modifier  la  délinilion  de  la  fonction 
de  Green. 

Appelons  Go(ar,i),  —  Gt{x,^)  les  deux  fonctions  H.j(x)el 
u,{x)  qui  ont  servi  à  former  G{x,  Ç);  on  a  comme  solution  du 
système  (4)  dans  (a,  b) 


(10)  u(x)=  f    r{\)Ga(x,i)d'--^  f    r{l)C,t(x,\ 


)d\. 


Quand  on  a  mis  la  solution  sous  cette  forme,  il  est  facile  de 
passer  au  cas  où  a,  b  ne  sont  plus  les  extrémités  en  abandonnant 
l'idée  d'une  fonction  de  Green,  pour  adopter  celle  d"un  couple 
de  fonctions  de  Green. 

On    prendra   pour  Çja{^,\)  et  G4(x,  Ç)  deux    fonctions  qui, 

quand  on  les  régarde  comme  fonctions  de  a;,  vérifient  dans  (A,  B)  (*) 

léquation 

L(«)  =  o 

et  satisfont  en  outre  aux  conditions 

'  G„(f,  0  +  G6(Ç,  ï)         =o, 

à 


dx  l^^"^-^'  ^^  "^  ^*^^'  «)l-'-5=  °' 


(■>) 


et 

(•2)  A,-(G4)  =  B,(G„)        (,i=\,i,...,n). 

On  voit  immédiatement  (|ue  deux  telles  fonctions  existent  et 
sont  bien  déterminées.  Les  calculs  faits  pour  le  cas  où(o,  b)  coïn- 
cidaient avec  (A,  B)  sont  encore  valables,  la  formule  (lo)  sub- 
siste entièrement.  Eulin,  on  voit  quelle  serait  la  méthode  à  suivre 

(')  C'est  surtout  quand  «,  b  sont  deux  points  intérieurs  au  domaine  de  la 
variable  complexe  x,  que  cette  extension  est  intéressante;  liien  entendu,  les 
coefficients  de  L(m)  =  r  sont  alors  supposés  analytiques. 

(')  Ou  dans  le  domaine  de  la  variable  complexe  x. 
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pour  éLendre  la  fonction  de  Green  au  cas  où  les  condilions   lj,'(a) 
seraient  relatives  à  plus  de  deux  points  de  (A,  B). 


21.  Les  rapports  entre  la  théorie  des  systèmes  différentiels  et 
celle  des  équations  intégrales.  —  Considérons  un  système  dillé- 
rentiel  linùaire;  nous  supposerons  ici  qu'on  ait  pu  le  mettre  sous 
la  forme 


(I) 


L(")  =  é'(^)" --^ 


n) 


telle  que  le  système 
(2) 


L(«)  =  o 
U,-((0  =  0 


soit  incompatible   (nous  dirons  plus  loin  quelques  mots   sur  la 
possibilité  d'une  telle  opération). 

On  peut  alors  trouver  une  équation  intéf;rale  équivalente  au 
système  (i),  c'est-à-dire  ayant  les  mêmes  solutions  que  ce  système. 
En  effet,  considérons  la  fonction  de  Green  du  système  (2),  ainsi 
que  les  solutions  G, (a:),  ...,  ("r„(x)  de  «[systèmes  obtenus  en 
remplaçant  dans  (2)  l'une  des  conditions  Li,(M)  =  o  par  U,(w)  =  i 
sans  changer  les  autres.  Soil  m,  une  solution  quelconque  de  (i)  et 
envisageons  le  système 


(3) 


h{u)  =  g(.r  )Ui  -+■  r 


Il  a  une  solution  unique,  car  (2)  est  incompatible,  et  c'est  m,.  On 
a  donc 

*-  il 
comme  il  a  été  vu  au  paragraphe  30. 

Si  l'on  regarde  cette  équation  comme  déterminant  (/,  (x),  c'est 
une  équation  intégrale  qui,  en  posant 
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el 

s'écrit 

(4)  u.{.f,  =  f(x)+  j     K(.c,5)«(0rf:. 

L'équation  {\)  admet  donc  toutes  les  solutions  du  système  dil- 
lérenliel  (i). 

Soit  ensuite  «i  une  solution  quelconque  de  l'équation  (4)' 
Envisageons  le  système  (^3),  où  dans  le  deuxième  membre  M|  est 
la  solution  précédente.  Ce  système  a  une  solution  unique  u-> 
donnée  par 

H,(x)  =  Y.  G,(.r,  •>  G„(a:) -H  /"    [„»■(?)  «,(0  H- '•(;)]  G(x,!)rf;- 

Or  «,  vérifie  ri'fjuation 

r'' 

comme  on  \oit  en  remplaçant  y  et  K  dans  (/j)  par  leurs  valeurs. 
Donc  «2  (^)  =  ii\  (x).  Il  s'ensuit  que  ii-^  est  solution  non  seulement 
de  (3)  mais  aussi  de  (i).  Le  svslème(i)  admet  donc  toute  solution 
de  l'équation  (4)- 

Toiil  système  différentiel  (i)  i-quivaiil  <)  une  équation  inté- 
grale (4). 

Si  /■  ^  o,  v,=r  0,  le  système(i)  est  homogène  ;  il  en  est  de  même 
de  l'équation  ('j),  car /'^o.  Inversemenl.  si  f:^Eo.  «;=o  vérifie  (4) 
et  aussi  (i).  Donc  ( i)  est  homogène. 

Rappelons  f[ue  les  deux  équations 

el 

/■'' 

que  nous  appellerons  équations  (itljoinles,  ont  entre  elles 
d'étroites  relations.  Nous  allons  montrer  le  parallélisme  qu'elles 
ofTrent  avec  les  systèmes  différentiels  adjoints. 
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Supposons  que  l'i-qualion  (5">  soit  équivalente  au  systtiiic 


(7) 
dont 

(8) 


h(u)  =  ii(U 
Vi(ll  )  =  o         ((■=!,.?....,«) 


Y/{v)  =  o        (i  =  1,2,  .  .  .,  n) 


est  le  système  adjoint. 

La  fonction  de  Green  de  L[u)  =  o,  Li,(a)  =  o  éiant  Cîfx',  Ç), 
on  a  vu  que  celle  de  M(i')  =  o,  V,(fc')  =  o  était  G(^,  ,r). 

Ijes  équations  intégrales  équivalentes  aux.  systèmes  (^)  et  (8) 
seront  alors 

/■'' 

*^  a 
.L 


dont  la  relation  avec  la  précédente  n'est  pas   celle  de  deux  ('qua- 
tions  adjointes.  Toulefois,  si  l'on  écrit 

w(x)  =  g{.T)  V{X), 

on  a 


'{x)=  f    s{x)G{l,x)w{i)d^„ 


qui  est  bien   l'adjointe  de   l'équation  intégrale  équivalente  à  (7). 

Il  y  a  donc  parallélisme  entre  deux  équations  intégrales 
adjointes  et  deux  systèmes  dillérenticls  adjoints. 

Le  lien  que  nous  venons  de  signaler  permet  de  démontrer  sim- 
plement,'en  nous  appuyant  sur  la  théorie  des  équations  inlégrales, 
quelques-uns  des  résultats  que  nous  avons  donnés  dans  le  deuxième 
Chapitre.  Par  exemple,  le  nombre  des  solutions  linéairement 
indépendantes  d'une  équation  intégrale  étant,  d'après  Fredliolm, 
égal  à  celui  de  son  adjointe,  et  à  des  fonctions  v  linéairement 
indépendantes  correspondant  des  fonctions  w  qui  le  sont  aussi,  et 
inversement,  on  voit  que  l'indice  d'un  système  différentiel  est  égal 
à  celui  de  son  adjoint. 

Toulefois,    l'étude   des   systèmes  difïérentiels    conduit    à    des 
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noyaux  K.(a:,  ç)  1res  parliciiliers,  pour  les  équalious  iuli-grales 
cquivalenles,  et  les  propriétés  des  systèmes  diUereuliels  tiennent 
souvent  à  ces  formes  particulières  des  noyaux,  en  sorte  que  peu 
de  résultats  de  la  théorie  des  systèmes  différentiels  sont  fournis 
par  la  tliéoric  des  équations  intéi^rales  de  type  général.  Pour 
l'étude  approfondie  des  systèmes  différentiels,  la  méthode  directe 
est  généralement  préférahic. 

La  question  de   la   possihililc-   d't'crire   un  système  diflerenliel 
sous  la  forme 


L(k)  =  g(x)u  -H  r 


.,«) 


ivec  incoiiipatihililé  de 


L  (  ti  I  =  o 

1,1  u)  =  o 


exige  une  démonsliMtion  un  peu  lonj;uc  que  nous  ne  donnerons 
pas  (').  Disnos  que  non  seulement  on  peut  toujours  choisir  "•(a?) 
de  façon  à  obtenir  la  forme  précédente,  mais  on  peut  le  choisir 
réel  et  positif  dans  a^x^b,  et  cela  d'une  inlinilé  de  manières. 

Si  alors  on  suppose  g{x)  >  o,  on  |i(uL  lairc  des  remarques  plus 
précises  sur  l'équation  intégrale. 

On  peut,  en  divisant  les  deu.x  membres  de  l'équation  différen- 
tielle 1  ar  g{x),  qui  est  toujours  >■  o  dans  (a,  6),  supposer  qu'on 
a  réduit  i'-  à  l'unité.  La  fonction  de  Green  est  évidemment  altérée 
dans  cette  transformation,  mais  dans  la  suite  on  aura  l'avantage  de 
prendre  le  noyau  K(x,  ;)  égal  à  G(x,  S). 

Sans  supposer  <pie  ^ait  été  réduit  à  i .  on  peut  remarcjucr  que, 

si  le  système 

L(«)  =  ffu,         U,(m)  =  o 

est  son  propre  adjoint,  il  en  sera  de  isième  de 

L(«)  =  o,        U,(«)  =  o. 


(')  J'ai  donné  cette  démontration  dans  le  Bulletin  de  la  Société  matnema- 
li'/i/e  américaine  pour  octobre  '\i'ft,  p.  i. 
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Dans  ce  cas,  on  a  vu  que 

L'équation  intégrale  à  laquelle  on  est  conduit 

n'est  pas  à  noyau  symétrique  car 

K(x,0  =  G(:r,t)^($) 

et  g-  n'est  pas  égal  à  l'unité.  Mais  si  l'on  envisage 
on  voit  que  Mq  vérifie  l'équation  à  noyau  symétrique 


Par  une  petite  transformation,  on  fait  donc  rentrer  la  théorie 
des  systèmes  adjoints  à  eux-mêmes  dans  celle  des  équations  à 
noyau  symétrique. 

Enfin,  si  au  lieu  d'avoir,  comme  dans  ce  qui  précède,  des  U,(m) 
portant  sur  deux  points  a  et  b,  on  >  des  conditions  à  un  point  a 
seulement,  ou  siit  (|ue  le  système 

L(  «)  =  G,         U,(  «)  =  o, 

les  Ui  étant  indépeiid  ints,  se  ramène  au  système 

L(m  )  =  o, 
u{a)  =  o. 
u'  (a)  =  o. 


qui  est  toujours  incompatible. 

La  fonction  de  Green  G(x,  ^)  de  ce  système  sera  évidemment 
nulle  de  a  à  ;  :  en  ^  si  dérivée  (n  —  i)""'l'  aura  une  discontinuité; 
dans  (^,  6),  G(.f,  Ç)  ne  sera  plus  nulle. 

En  somme, 

G(a:,  5)^o         pour  J7  <  ^. 
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Dans  toutes  les  intégrales  dans  lesquelles  G  [x,  ç)  est  en  l'acteur, 
la  partie  relative  à  l'intervalle  (a,  E)  est  nulle;  en  particulier, 
l'équation  intégrale,  équivalente  à  un  système  où  les  conditions 
sont  à  un  seul  point,  est  une  équation  de  Vollerra 


u(x)=f{x)-^J    K{x,^)ii(\)dl 


22.  La  méthode  des  approximations  successives  pour  les  sys- 
tèmes différentiels.  —  Aous  lenuiuerons  en  donuaui  une  appli- 
cation des  fonctions  de  Green  à  la  résolution  des  systèmes  dille- 
rentiels  par  la  méthode  des  approximations  successives  sous  une 
l'arine  bien  plus  générale  que  celle  qui  a  été  considérée  dans  le 
premier  Gliapilre.  Nous  supposerons  le  système  dilJ'érentiel  donné 
^iius  lu  lurnic 


(O 


{' 


Ici  L'  et  L"  sont  des  expressions  dill'érenlielle.s  linéaires  et  homo- 
gènes dont  la  première  est  d'ordre  «,  la  seconde  d'ordre  inférieur 
à  /i ,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  cont  inues  de  x.  Nous 

supposons  en  outre  que  le  coefficient  de  -j—j-  dans  L'  n'a  pas  de 

zéros  dans  (a,  b).  Les  U'  et  U"  sont  des  formes  linéaires  en  u{a). 
u'{a),  ...,  M«-'(a),  u{b),  u'(b),  .  ..,  u"'>{b). 

A  côté  du  système  (i)  considérons  le  système  homogène 


(2) 


I/(k)  =  o 
V'jiu)  =o 


(('=  I,  •>,.  . ..,«) 


que  nous  supposons  incompatible.  Soient  G(iC,  Ç)  la  fonction  de 
Green  du  système  (2),  etG((a;),  G^lx),  .  ..,G„{x)  les  fonctions 
supplémentaires  formées  comme  au  paragraplie  20. 

Parlons  d'une  fonction  arbitraire  u„{x),  et  formons  les  fonc- 
tions M|,  H.J,  ...  satisfaisant  aux  équations 


L'  (u,„)  =  L"  («„,-i)  +  '', 

U',(  ",„  )  =  LIJ  (  «/«-i  )  -I-  'li 


(j=  I,  ■^,  ...,/(). 
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Ces  fonctions  sont  délerminées  d'une  façon  univoque  puisque  le 
système  (2)  est  incompatible.  Si  l'on  écrit 

K,  =  t",,  M, —  H,  =  t>«,  «3- —  «2  =   ^'3,  .... 

on  voit  que,  pour  rn^  2, 

(3)  i',„=U'i  ("«-1)0,(27)-)-...  H- Li;(^,„-,)G„(a:) 

r[p„,_,(?))G(r,«)./^ 


On  démontre  alors,  d'une  façon  tout  à  fait  analogue  à  celle 
du  paragraphe  1,  qu'une  solution  (/  du  système  (i)  est  donnée 
par  la  série 

(4)  l'i-t-Cj-t-  f3-l-  ..., 

et  les  dérivées  «',  u",  .  .  .,  m'«~"  par  les  séries 

(5)  c',*'-l- p'./'-l- ...  (X- =  1,  2,  .  ..,«  —  I), 

pourvu  que  toutes  ces  séries  (4),  (5)  convergent  uniformément 
dans  (a,  b).  Dans  ce  cas  nous  dirons  simplement  'que  la  méthode 
des  approximations  successives  converge.  Cette  convergence 
a'aura  pas  toujours  lieu,  même  dans  le  cas  où  le  système  (i) 
a  une  solution  unique.  Pour  traiter  cette  question  désignons  par  A 
le  plus  grand  des  maximums  des  modules  des  fonctions 

^(^•^^'    7^'     ■■■'    1^^' 
Ga.(t),     Glt(a;),     ...,     Gi«--'(x)         (>t  =  i, -2, ...,«)• 

Soient  S  la  somme  des  modules  des  coeflicients  de  toutes  les 
expressions  U',',  et  F{x)  la  somme  des  modules  des  coefficients 
de  L".  Désignons  enfin  par  B  la  constante 


B  =  2-1- 


f   ?{x)dx. 


On  voit  alors  facilement  que  toutes  les  séries  (4),  (5)  sont  abso- 
lument et  uniformément  convergentes  si  B<;-t-'  Puisque  A   ne 

dépend  que  des  L'  et  U^  tandis  que  B  dépend  seulement  des  L" 

et  U'î,  la  méthode  des  approximations  successives  convergera  cer- 

B.  8 


ii4 


ClIAPITRI-:    V. 


tainemeiii  si,  les  L'  el  les  Uj-  étanl  donnés,  les  coefficienls  des  L" 
et  des  U}  sont  de  modules  assez  petits. 

Introduisons  donc  un  paramètre  X,  et  considérons  le  système 


(6) 


L'(u)=.X[L"(a) 
U;(a)  =  X[UK«). 


r-]-^r' 


(£  =  1,2,  .  ..,n) 


OÙ  r'+r":=r,  yj- 4- yÎ=  y/-  Le  système  (6)  se  réduit  au  sys- 
tème (i)  quand  X  =  i ,  et,  d'autre  part,  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  appliquée  au  système  (6)  convergera  certaine- 
ment, d'après  ce  que  nous  avons  dit,  quand  le  module  de  ).  est 
assez  petit. 

Les  séries  analogues  à  (4)  et  (5)  que  l'on  obtient  en  intégrant 
le  système  (6)  seront,  d'après  (3),  des  séries  de  puissances  en  X 
pourvu  que  u,  =  (^,  ne  dépende  pas  de  X,  ce  qui  aura  lieu  si  la  fonc- 
tion Ug  est  assujettie  aux  conditions 


L'  (  Mo ) - 

UK«o)- 


■  r"  =  o, 


(i  =  I,  2,  .  .  .,  n). 


Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  ces  équations  sont  satis- 
faites. La  série  de  puissances  que  l'on  obtient  en  intégrant  le  sys- 
tème (6)  par  la  méthode  des  approximations  successives  convergera 
alors  certainement  si  |X|  est  assez  petit.  Il  s'agit  de  savoir  si  elle 
converge  quand  X=  i . 

Envisageons  dabord   un  système  plus  général  dont  (6)  n'est 
qu'un  cas  particulier: 


(7) 


L(K)  =  r 

Vi(u}  =  'll  ({■  =  1,2,  ..  .,  /l) 


OÙ  les  coefficients  de  L(u)  et  la  fonction  r  sont  analytiques  en  X 
dans  un  certain  domaine  de  Weierslrass  et  continues  en  (x,X), 
les  y,  et  les  coefficients  des  U,élant  analyti(|ues  enX.  Nous  n'admet- 
trons pas  que  toutes  les  valeurs  de  X  dans  le  domaine  de  Wcier- 
strass  soient  des  nombres  caractéristiques. 

Sous  ces  conditions  la  solution  de  (7)  sera,  sauf  pour  les 
valeurs  caractéristiques  de  X,  une  J onction  analytique  en  X  et 
continue  en  {x,\).  Pour  démontrer  cette  proposition  11  suffit  de 
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considérer  hi  fonction 


(8) 


u„ 
U.(«o)- 


.'■'1  J'-i 

u.(ri)    UiCrs) 


u„(«o)  — ï«    v„(x,)    u„(r2) 


u«(.y")  1 


Ui(.v,) 


U„(,rii 


U,(>'„) 


U«( v„) 


où  «j  est  une  solution  analytique  eu  X  el  continue  en  (x,  X)  de 
l'équation  L( u)  =  r,  et  y,,  .  .  . ,  y„  sont  des  fonctions  analytiques 
en  X  et  continues  en  [x,  X)  qui  forment  un  système  fondamental 
de  l'équation  L(«)  =  o.  [Quand  X  n'est  pas  un  nombre  caractéris- 
tique, la  l'onction  (8),  qui  est  analytique  en  X  et  continue 
en  (a:,  X),  satisfait  au  système  (7).  Puisque  le  système  (7)  n'a 
dans  ce  cas  qu'une  solution  unique,  notre  démonstration  est 
achevée. 

Il  s'ensuit  ([ue  la  série  de  puissances  que  l'on  obtient  en  appli- 
quant la  méthode  des  approximations  successives  au  système  (6) 
convergera  dans  tout  cercle  décrit  autour  du  point  X  =  o  comme 
centre  et  ne  contenant  aucun  point  qui  correspond  à  un  nombre 
caractéristique.  Ce  résultat  peut  aussi  s'énoncer  sous  cette  autre 
forme  : 

La  méthode  des  approximations  successives,  comme  nous  l'avons 
appliquée  au  système  (1),  convergera  si  le  système  auxiliaire  (6) 
n'a  aucun  nombre  caractéristique  dont  le  module  est  plus  petit 
que  1  ou  égal  à  1 . 

Prenons  comme  exemple  le  cas  ou  tous  les  coefficients  dans 
les  U"-  sont  zéro  ainsi  que  tous  les  coefficients  de  u{b), 
u'{b)^  . .  .." ii"-'{b)  dans  les  U^.  Le  système  (6)  possède  alors 
pour  toutes  les  valeurs  de  X  une  solution  et  une  seule.  Donc  dans 
ce  cas  la  méthode  des  approximations  successives  appliquée  au 
système  (1)  convergera. 

Revenons  maintenant  au  système  (7)  et  à  sa  solution  (8).  Soit  A, 
un  nombre  caractéristique  de  (7),  c'est-à-dire  une  valeur  de  X 
pour  laquelle  le  dénominateur  de  (8)  s'évanouit.  Ce  point  sera,  en 
général,  un  pôle  de  la  fonction  (8),  pôle  dont  l'ordre  ne  peut  être 
plus  élevé  que  la  multiplicité  du  nombre  caractéristique  X, .  Si  la 
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foncliun  (iS  )  n'a  pas  de  pcîle  an  |>oint"/,|.  t'ile  sora  encore  pour 
cette  valeur  de  ),  solution  du  système  (7),  et  nous  aurons  devant 
nous  le  cas  exceptionnel,  considéré  à  la  fin  du  paraiiraphe  9,  où, 
même  pour  un  nombre  caractéristique,  le  système  non  homo- 
gène (7)  a  une  solution.  Ces  remarques  donnent  le  résultat  sui- 
vant quand  on  les  applique  au  système  (6)  : 

La  méthode  des  approximations  successives,  appliquée  comme 
nous  l'avons  l'ail  au  système  (i)  ne  convero;era  pas  si  le  syslèiue 
auxiliaire  (  I)  I  ii  1111  noiiihrc  l'ar.U'térisllque  de  inodiile  plus  petit 
que  1  pour  lequel  le  système  ((i  1  n'a  pas  de  solutitju. 

Considérons  maintenant  le  cas  d'un  nombre  caraclérislique  don! 
la  iinilliplicité  et  l'indice  ont  la  même  valeur  /> .  C'est  un  cas  par- 
ticulier très  important  qui  se  présentera,  par  exemple,  toujours 
pour  les  iioiiibres  caractéristiques  de  multiplité  i  (voir  §  11). 
Si  pour  ),       /.|  le  système  (7)  a  une  solution,  le  rauj^  du  système 

/tJ,("o)  — Yi       lJi<>i)      l'iO'î.i      ••■      l.'i(.r„)i 

('•  

\U„(m„)  — 7„      U,,(rii      n„(j2i      ...      V„(yn).' 

sera  pour),  =  A,  égal  à  /( — k.  comme  le  sera  aussi  le  raui;  du 
déterminant  au  dénominateur  de  f  8)  (î'OtV  §  o).  Il  s'ensuit  (jue 
tous  les  détenu  niants  ddnlre  //  du  svstème  (9)  auront  pour  A  =  Xi 
des  zéros  d'ordres  au  moins  égaux  à  A",  comme  on  le  voit  en  for- 
mant les  dérivées  successives  de  ces  déterminants  par  rapport  à  X. 
Puisque  le  dénominateur  de  (8)  a  par  hypothèse  un  zéro  d'ordre  A" 
au  point  ).  =  A, .  on  \o\\  (jiie  dans  le  cas  actuel  la  fonction  (8)  n'a 
pas  de  pôle  en  ce  point . 

Kn  a])|)liquant  ce  résultat  au  système  (()),  nous  obtenons  le 
ihéorèiup  suivant  : 

Il  La  iiK'tliode  des  approximations  successives,  comme  nous 
l'avons  appliqué  au  système  (1),  convergera  même  si  le  système 
auxiliaire  (6)  a  des  nombres  caractéristiques  dont  le  module 
est  £  I  |)i)iir\ii  que  pour  chacun  de  ces  nombres  caractéristiques: 
1°  le  svstème  i  li  1  ait  une  solution,  (M  >."  l'indice  soit  égal  à  la  mul- 
tiplicité.   )' 

C'est  une  généralisati(ui  d'un  résultat  très  particulier  donné  par 
Liriiixille  en  18'io  (Journal  de  Malhénialiques .  t.  V,  p.  .'^:')6). 

l•■I^ 
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